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Vorwort.

Dem Schiiler werden die Logarithmentafeln in die Hand
gegeben, ohne daB ihm dabei gesagt werden kann, wie es
moglich ist, finf oder gar noch mehr Dezimalstellen des
Logarithmus einer vorliegenden Zahl aufzufinden. Zwar wird
er aus der Definition des Logarithmus verstehen, daf log 3
deshalb gleich 0,47712 gesetzt werden muf, weil die hundert-
tausendste Potenz der Zahl Drei zwischen der 47 tausend
712-ten Potenz und der 47 tausend 713-ten Potenz der Zahl
Zehn liegt. Doch wird kein Schiiler glauben, da8 jemals
jemand die hunderttausendste Potenz von Drei durch auf-
einanderfolgendes Multiplizieren mit Drei ausgerechnet hat.
Dem Schiiller muBi daher eine Logarithmentafel zeitlebens
wie ein Wunderwerk erscheinen, wenn ihm nicht, wenigstens
in Prima, eine Methode gezeigt wird, durch die man, ohne
zu grofe Miihen, Logarithmen berechnen kann. Zwar liefern
die logarithmischen Reihen eine solche Methode. Doch sind
die unendlichen Potenzreihen — mit Ausnahme der unend-
lichen geometrischen Reihe — aus dem Pensenplan der meisten
Gymnasien verbannt. Es entsteht also die Frage, wie man
ohne logarithmische Reihen Logarithmen berechnen kann,
wenn man beim Lernenden keine weiteren mathematischen
Kenntnisse als die eines Gymnasial-Primaners voraussetzen
darf. Zu diesen Kenntnissen aber gehort aufier der Arithmetik

1*



4 Vorwort.

der sieben Operationen*) Addition, Subtraktion, Multi-
plikation, Division, Potenzierung, Radizierung und Logarith-
mierung auch die Kenntnis des binomischen Lehrsatzes
fir positiv-ganzzahlige Exponenten**) Dieser aber
liefert uns das Mittel, um auf elementarem Wege — ohnge
logarithmische Reihen — eine Methode abzuleiten, durch die
man die Logarithmen aller Zahlen genau berechnen kann,
wo unter ,genau“ zu verstehen ist, daB man erstens einen
Dezimalbruch berechnen kann, der sicher kleiner ist als
der gesuchte Logarithmus, zweitens aber auch einen Dezimal-
bruch, der sicher gréBer ist als der gewiinschte Logarithmus
(hier § 6 und § 7), und zwar so, daB der Unterschied kleiner
als ein Milliontel oder wenigstens kleiner als ein Hundert-
tausendtel wird.

Wenn hiernach die Kenntnis einer elementaren Me-
thode, um Logarithmen zu berechnen, fiir einen Gymnasiasten,
der logarithmische Reihen und natiirliche Logarithmen nicht.
kennen lernt, geradezu notwendig ‘erscheint, so diirfte eine
solche Kenntnis auch fiir Schiiler eines Realgymnasiums oder
einer Oberrealschule didaktisch von Nutzen sein, zumal eine
solche Methode auch Gelegenheit dazu bietet, sich im Rechnen
mit Ungleichungen und im EinschlieSen irrationaler Zahlen

¥) Ein systematischer Aufbau der Begriffe und Gesetze
dieser sieben Operationen findet sich unter andern auch in des
Verfassers Lehrbiichern:

1) ,Sammlung von arithmetischen und algebraischen Fragen
und Aufgaben, verbunden mit einem systematischen Aufbau der
Begriffe und Gesetze der elementaren Arithmetik¥ Potsdam bei
Aug. Stein 1883, vier Auflagen. .

2) yElementare Arithmetik“ in der ,Sammlung Gbschen®,
2. Aufl,, Leipzig 1903.

3) ,Elementare Arithmetik“ in der ,Sammlung Schubert®,
Leipzig 1899.

**) Vergl. des Verfassers ,Niedere Analysis, Teil I in der
»Sammlung Schubert¥, Leipzig 1902.



Vorwort. 5

in rationale Grenzen zu iben. Ich lege deshalb meine
»Elementare Berechnung der Logarithmen* nicht allein meinen
Kollegen an Gymnasien, sondern den Mathematiklehrern an
allen héheren Schulen vor, mit der Bitte, den Inhalt dieses
kleinen Buches bei ihrem Unterricht verwerten zu wollen.
Wie weit aber diese Verwertung geht, mufl ich der Neigung
des Unterrichtenden iiberlassen. Man braucht hier nur so
weit zu gehen, daB man, ganz ohne Grenzberechnung, nach-
weist, daB die in § 5 mit D und E bezeichneten Gleichungen
nahezu richtig sein miissen, und vielleicht auch, da8 man
die Methode der Binomialkoeffizienten nur ahnen 148t, indem
man log2 und log3 je in zwei Grenzen einschlieBt, wie es
in § 13 geschehen ist. Man kann aber auch, wenn man
Zeit und Lust dazu hat, den Inhalt des Buches so weit ver-
werten, da man den Schiiler dahin bringt, daB er selbstéindig
eine obere und eine untere Grenze fiir den Logarithmus
einer aufgegebenen Zahl berechnet, sei es nach § 6 bis § 8,
sei es nach § 13.

Oberhof i. Th., am 29. Juli 1903.

Hermann Schubert.
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I. Abschnitt.
Einleitendes.

§ 1. Der binomische Lehrsatz.

Von der Theorie der binomischen Entwickelung und der
Binomialkoeffizienten sei hier nur einiges zusammengestellt,
was im folgenden Anwendung findet. Schon in der elemen-
tarsten Arithmetik wird die Verwandelung von (a - b)2 bezw.
(a+b)® in eine Summe gelehrt. Es ist niimlich:

(@a4-b2=a242ab-4b2
und
(@a+b2=a®+3a2b4 3ab? + b3,
oder, wenn a=1, b=2z gesetzt wird,

1+22=142z+22
142)3¥=1+432x+ 3224 25.

Es ist nun klar, daB, wenn man (14 2)® wieder mit
142 multipliziert, links (1 4 2)* herauskommt und rechts
eine Summe von fiinf Summanden, deren erster 1 und deren
fiinfter 2t heifit, wihrend der zweite ein Vielfaches von z,
der dritte ein Vielfaches von 22, der vierte ein Vielfaches
von z® wird. So weitergehend, erkennt man, da8 -

(L+2)* gleich 1+n x4+ n22+n2%+...0, 12"~ +a"
gesetzt werden kann, wo die Zahlen n,, %, 75, ...%,_1
noch in ihrer Abhingigkeit von 7 zu bestimmen sind. Man
nennt diese Zahlen ,Binomialkoeffizienten®, und zwar
bezeichnet man #; als den i-ten Binomialkoeffizienten der

und
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n-ten Potenz. Die voranstechende Zahl 1 nennt man den
nullten Binomialkoeffizienten, zugleich erkennt man, da8 der
n-te Binomialkoeffizient der n-ten Potenz gleich 1 ist. Es
1a8t sich nun beweisen, daB der i-te Binomialkoeffizient der
n-ten Potenz

n; glelch ’)'
ist, wo das hinter eine Zahl p gesetzte Ausrufungszeichen
das Produkt aller aufeinanderfolgenden Zahlen von 1 bis p
bedeutet, und wo 0! gleich 1 zu setzen ist; also z. B.
3!=1.2.3=6, 5!=1.2-3.4.5=120 ist. Hiernach ist
z. B.:

n — n! e n!l nm—1)
17 1l —1)! 2T 2ln—2)! 21
nn—l n—2 nm—1)(n—2)(n—3
@=De=2), , )4! n—3)
Ferner ist:
, 5.4.3 . +7:.6:5 .
% =10.3— 10 Bi=1 53770
10.9.8.7
104——-W—210 usw.

Um zu beweisen, daB der i-te Binomialkoeffizient der
n-ten Potenz gleich
nl am—1)(mr—2)...n—i41)
Tm—e)! 1-2:3....4
ist, bemerken wir zuniichst, daB dies fir n=3 stlmmt, da,
3! 3!
Es ist deshalb fiir alle Zahlen » bew1esen, daB
n!
Tn—)!
ist, sobald aus der Annahme, daB diese Formel fiir n —m — 1
richtig ist, abgeleitet werden kann, daB sie auch fir n=m
richtig ist. Denn dann folgt daraus, daB sie fiir # =3 richtig
ist, die Richtigkeit fiir » =4, aus der Richtigkeit fir n=4
die fir =25 usw. Demgemif nehmen wir an, es sei in

wie oben erwihnt ist, 3, =

Ny =
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A4z t=14m—1) x4+ m—1)224...
+m—1)p_ga™ 2 m—1:

(m—1)!
o — D= —1T— 9V’
also auch (m— 1) = (m—1)!

G—DIm—q)!
Multiplizieren wir nun (1 4 z)*—?! und die diesem Ausdruck
gleichgesetzte Summe mit 1+, so erhalten wir:
A+2=1+42z[(m—1), +1]+x2[(m— 1)+ m—1)]
+ a8 [(m— 1)+ (m—1);]+...
+a:"'—1[(m—. 1)m—-l + (m_'l)m—f] +xm°
Es ist also nur nachzuweisen, da8
(m—1)+(m—1)_1=m;
ist. Dies folgt aber aus der obigen Annahme. Denn es ist

N (m— )t_i!(m—l__,;)!— Tm—)!
o (m—1)—1= (m—1)! (m-—l)'z

G—DIm—)! ilm—a)!
Also erhilt man durch Addition:
o _ m—1lm—iti] (m—1)lm
n— 1t — D=1 =T ~ T —)
m!
~ il (m—)!
Hiermit ist bewiesen, daf der mit m, bezeichnete i-te Bino-
mialkoeffizient der m-ten Potenz gleich
m! mm—1)(m—2)....(m —i+41)

=m;.

im—9)l 1.2.3....... G—1)s
ist. Beispielsweise ist:
10. 9 10-9.8 , 10-9-8.7
10 - —  _.x? 4
(ayo=14 Do+ Dy ot P a4 T D
10-987651098765

. 6
t123.2.5 “t12.3.45.6° T

=1+ 10z + 4522 4 12028 4+ 2102t + 25225
+ 21026 4- 12027 + 45 28 4- 102° 4 210,
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Verwandelt man z in — z, so erhilt man aus der bino-
mischen Entwickelung von (1 + z)":
Q—apr=1—nz+nz?—nxd4....0,2%,
nin—1)n—2)...(n—i+1)
1-2-3...¢

man =1 in die binomische Formel fiir (14 z)* und fiir
(1 —z)* einsetzt, so erhilt man:

2r=1+4n +ny+n5+ % +...+ Ny

O=1—n +n—n;+n,—....0,.

zu setzen ist. Wenn

WO 7%=

und:

§ 2. Logarithmen und Logarithmentafeln.

Wenn g*=a ist, so nennt man a¢ den Logarithmus
von a zur Basis g, geschrieben:

10g a—a.

Man nennt dann a den Numerus, a den Logarithmus,
g die Basis. Wenn ferner g# = b ist, also auch:

log b—p

zu setzen ist, so folgt durch Multiplikation von g*=a mit
gf =", daB
ga.gﬁ=g¢+ﬂ=a.b

ist, oder, daB der Logarithmus von @ mal b gleich a plus g,
d. h. gleich der Summe der Logarithmen von a und von b
ist, oder:

15g (@ - b) =16g a +15g b.
Ebenso erkennt man:
10g (a:b) =10g a — 1og b;

10g (a™) =m - 18g a;
lgg%=% . lgg a.

Wenn also die Logarithmen aller Zahlen zu irgend einer
Basis g berechnet vorliegen, und man also imstande ist,
einerseits den Logarithmus a jeder gegebenen Zahl a finden
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zu konnen, andrerseits auch zu einem gegebenen Logarith-
mus a den zugehdrigen Numerus @ finden zu konnen, so
kann man, wegen der obigen Formeln, jede Multiplikation
in eine Addition, jede Division in eine Subtraktion, jede
Potenzierung in eine Multiplikation, jede Radizierung in eine
Division verwandeln; so daf sich das Rechnen wesentlich
bequemer gestalten liBt.

Da unsere Zifferschrift die Zahl Zehn als Grundlage
hat, so ist es praktisch, die Basis g auch gleich Zehn zu
setzen. Dadurch erreicht man niimlich, daB die beiden auf-
einanderfolgenden ganzen Zahlen, zwischen denen der Loga-
rithmus einer Zahl a liegt, allein schon aus der Zahl der
Ziffern, die a hat, erkannt werden kann. Denn, wenn

loga

oga=a

ist, also: 3
10¢=a

ist, s0 muB ein GroBerwerden von a ein Groferwerden von a
zur Folge haben, und umgekehrt. Und da nun 10! die erste
zweiziffrige Zahl, 10% die erste dreiziffrige Zahl, und allgemein
10" die erste nm-ziffrige Zahl ist, so muBl der Logarithmus
einer n-ziffrigen Zahl a zur Basis Zehn zwischen den ganzen
Zahlen »—1 und 7 liegen. Es kommt also zur ganzen
Zahl n—1 noch eine Zahl hinzu, die kleiner als Elns ist.
Diese hinzukommende Zahl, die immer zwischen Null und
Plus Eins liegt, heiflt ,Mantisse“ des Logarithmus der
Zahl a, wihrend man die ganze Zahl n—1 ,Kennziffer¢

von l:)og a nennt. Man pflegt die Mantisse immer in Dezimal-
bruchform zu schreiben. Ferner pflegt man, bei dekadischen
Logarithmen, d. h. solchen, die die Basis Zehn haben, die
Angabe der Basis iiber dem Buchstaben ,0% in log fort-
zulassen. Da in diesem Buche nur dekadische Logarithmen
vorkommen*), so diirfen wir auch das Wort dekadisch fort-
lassen, so da8 aus Logarithmus von a gleich o oder:

folgt.

*) Insbesondere ist in diesem Buche von natiirlichen
Logarithmen nicht die Rede, da sie der elementaren Arith-
metik fernliegen. DaB die in § 3 eingefiihrten Konstanten C und D
gleich e bezw. e? sind, braucht den elementaren Charakter dieses
Buches nicht zu stéren.

loga=a immer 10*=a



14 I. Abschnitt. Einleitendes.

Da ein Dezimalbruch nichts weiter ist als ein Bruch,
dessen Nenner eine Potenz von Zehn ist, und da

logl—g—”=loga—n-log 10=loga—mn

ist, so hat der Logarithmus eines Dezimalbruchs immer die-
selbe Mantisse wie der Logarithmus derjenigen Zahl, die
entsteht, wenn man das Komma des Dezimalbruchs fortliSt.
Was die Kennziffer des Logarithmus eines Dezimalbruchs
angeht, so mufl sie, wie aus dem Obigen hervorgeht, um 1
kleiner sein, als die Anzahl der Ziffern ist, die vor dem
Komma des Dezimalbruchs stehen.

Es ist also nur nétig, die Mantissen der Logarithmen
der ganzen Zahlen zu wissen, um auch sofort die Loga-
rithmen aller Dezimalbriiche angeben zu konnen. Unter
m»liogarithmentafel® versteht man eine solche iibersichtliche
Zusammenstellung der Logarithmen der ganzen Zahlen, daB
links die Zahlen in ihrer natiirlichen Reihenfolge 1, 2, 3,
4 usw. stehen und die zugehdrigen Logarithmen oder auch
nur deren Mantissen rechts deutlich erkennbar sind. Eine
Logarithmentafel heiit genau, wenn sie bei dem Logarithmus
jeder Zahl @ zwei rationale Dezimalbriiche erkennen lifit,
von denen der eine sicher kleiner ist als log @, der andere
sicher groBer ist als log a. Doch ist bei den meisten Loga-
rithmentafeln*) nur eine einzige Zahl angegeben, nimlich
diejenige, die bei der vorgeschriebenen Anzahl der Dezimal-
stellen dem wahren Werte des Logarithmus am nichsten
ist, gleichviel ob sie zu groB oder zu klein ist. KEine
Logarithmentafel heifit m-stellig, wenn sie die ersten

*) So auch bei den beiden Logarithmentafeln, die der Ver-
fasser herausgegeben hat, niimlich:
1. ,Finfstellige Tafeln und Gegentafeln“, Leipzig 1897.
2. ,Vierstellige Tafeln und Gegentafeln“, 2. Aufl.,, Leipzig 1903.
Diese Tafeln des Verfassers unterscheiden sich von den
meisten sonstigen Tafeln dadurch, daB ihnen eine zweite Tafel
hinzugefiigt ist, die auch die Mantissen in ihrer nattirlichen
Ordnung, von den kleineren zu den gréBeren aufsteigend, enthilt
und rechts die zugehdrigen Numeri. Der Vorteil, den man
beim Gebrauch solcher Tafeln hat, besteht darin, daf die Methode
der Auffindung der gesuchten Zahlen dieselbe bleibt, gleichviel
ob man den Logarithmus zu einem gegebenen Numerus oder den
Numerus zu einem gegebenen Logarithmus sucht.
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m Dezimalstellen der Mantisse jedes Logarithmus an-
gibt. Die meisten der gegenwirtig im Gebrauch befind-
lichen Logarithmentafeln sind fiinfstellig. = Auf Schulen
werden auch vielfach vierstellige benutzt*). Bis vor etwa
50 Jahren waren fast nur siebenstellige im Gebrauch., Der
von Vega 1783 herausgegebene , Thesaurus logarithmorum®
war zehnstellig. Bei einer m-stelligen Tafel muB der der
Tafel entnommene Logarithmus sich vom wahren Wertes

desselben um weniger als i% unterscheiden, und, wenn die

fiinfte Dezimalstelle so gewihlt ist, daB die angegebene Zahl
dem wahren Werte am nichsten kommt, so ist der Fehler,
den man macht, wenn man die fiir log a der Tafel ent-
nommene Zahl gleich log a setzt, sogar kleiner als:
1
2.10"

Wenn man aus den beiden rationalen Dezimalbriichen,
die man fiir log @ berechnet hat, und von denen der eine
kleiner, der andere grofler als der wahre Wert ist, einen
fir die Aufnahme in eine Tafel geeigneten Wert ent-
nehmen will, so mufl man die letzte Dezimalstelle so wihlen,
daB der Logarithmus noch innerhalb des Intervalls der
beiden rationalen Dezimalbriiche liegt. Beispielsweise ist-in
diesem Buche (§ 7, Liste B) angegeben:

1,4471 5791 < log 28 < 1,4471 5814,
aus welchem Resultat folgt, daB in eine sechsstellige Tafel,
in der eine Angabe, ob die sechste Stelle zu grof oder zu
klein ist, nicht notwendig ist,
log 28 =1,447158

aufnehmbar ist. Wenn aber vielleicht durch einen kleinen Strich,
der iiber der letzten Stelle steht oder nicht steht, angedeutet
werden soll, daB der wahre Wert kleiner oder grofer als -
die angegebene Zahl ist, so ist es nicht moglich, aus der an-
gegebenen Ungleichung zu entnehmen, ob zu schreiben ist:

log 28 — 1,447158 oder log 28 — 1,447157.
*) Die schon oben erwihnte vierstellige Logarithmentafel des

Verfassers erschien in der ,Sammlung G&éschen¥, 2. Aufl,, Leipzig,
1903.
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Wenn aber aus der angegebenen Ungleichung fiir log 28
ein Wert von log 28 fiir eine fiinfstellige Tafel zu entnehmen
ist, so ist mit Sicherheit

log 28 —1,44716
in die Tafel aufzunehmen.
Dagegen kann bei der hier in § 6 (Liste A) angegebenen
«{Ungleichung:
1,6812 4105 < log 48 < 1,6812 4141
kein Zweifel entstehen, da8 in eine sechsstellige Tafel
log 48 =1,681241

aufzunehmen ist, und da8 der wahre Wert von log 48 noch
etwas grofler ist, so daB
1
1,681241 <log 48 < 1,681241 + 57108
ist.

Die Berechnung einer Logarithmentafel ist ,planmaBig*, -
wenn die Berechnung des Logarithmus einer gréBSeren Zahl
der Berechnung des Logarithmus jeder kleineren Zahl nach-
folgt, so dal, wenn b> a ist, log @ als bekannt angesehen
werden kann, wenn log b berechnet werden soll. Dabei
brauchen auch nur die Logarithmen der Primzahlen berechnet
zu werden, da der Logarithmus jeder zusammengesetzten
Zahl eine Summe von Vielfachen der Logarithmen
der kleineren Primzahlen ist. Wenn nimlich eine zu-
sammengesetzte Zahl ¢ die Primzahl 2 g-mal, 3 g-mal, 5
y-mal usw. enthilt, so da8

2=2%.38.5r.78.11¢= ...
ist, so folgt durch Logarithmieren:
logg=a-log2+p-log3+y-logh+3d-log7+4...

Nur ist dabei zu beachten, daB bei einer derartigen Zu-
sammensetzung des Logarithmus einer zusammengesetzten
Zahl z aus den Logarithmen der in 2 steckenden Primzahlen
der Unterschied der beiden rationalen Zahlen, von denen
die eine kleiner, die andere groBer als der wahre Logarithmus
ist, erhoht wird, also die Genauigkeit etwas erniedrigt wird.

Beispielsweise ist log 48 aus log 2 und log 3 berechenbar,
weil 48 =243 ist, und deshalb:
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log48 =41log 2 +log 3

ist. Fir log2 und log3 ist nun in § 6, Liste A gefunden;

0,30102997 < log 2 < 0,3010 3002
und 0,4771 2117 <log 3 < 0,4771 2133,
so daB der Unterschied der beiden rationalen Zahlen, die
log 2 einschlieBen, 5:10%, und der Unterschied der beiden
rationalen Zahlen, die log 3 einschlieBen, 16:10° betrigt.
Daraus folgt aber, daf der Unterschied der beiden rationalen
Dezimalbriiche, die log 48 einschlieen, schon

(4mal 5 + 16): 108 = 36 : 10°

betragen muB (vgl. die obige Ungleichung fiir log 48).

§ 3. Vorbereitende Untersuchungen.

1
Wenn man (1 + g)', wo y eine positive ganze Zahl ist,
nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt, der fiir den
Fall, daB der Exponent eine positive ganze Zahl ist, in § 1
abgeleitet ist, so erhilt man:

1y y yy—1) K yly—1)(y—2)
(1+3_/)_1+11y+ oTy? T 3lgs
y(y—1)(9—2)...2-1
+...+ YT

oder:

o sk blo-Deab-P-3

i) =) (=) (=25
oo + 511 — )11 — 11—} .. |1 ——
ettty Y y Y

Setzt man in (1) y =00, 8o erhilt man rechts eine Kon-
stante, nimlich:

1 1 1 1
1+ﬁ+ﬂ+ﬁ+:ﬁ+""’

welche Summe unbegrenzt fortzusetzen ist. Wir erkennen,

daB diese Konstante, die C heifen soll, groBer als Zwei

Schubert, Berechnung der Logarithmen. 2
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ist. DaB C auch kleiner als Drei ist, ergibt sich daraus,
-daB:
1 11 111 111

1= 3 31<3° %’ F<§°§'§ usw. ist, so da

1

Die in der eckigen Klammer stehende Summe hat Zwei als
Grenzwert nach der auf unendliche Reihen ausgedehnten
Summen-Formel fir geometrische Reihen. Wir erhalten
also

) 2<C<3.
Von dieser Konstanten C, von der soeben gezeigt ist,

daB sie grofer als Zwei und kleiner als Drei ist, ergibt nun
die Gleichung 1), da8
1)'

14— C

(1+5)'<
ist, wenn y eine endliche Zahl ist und C der Grenzwert ist,
dem (1 —l—%)' zustrebt, wenn y unendlich grof wird. Hier-
aus folgt, daB das Quadrat von (1 +§)’ einem Grenzwert

zustreben muf, der das Quadrat von C ist. Bezeichnen
wir also das Quadrat von C mit D, so muf also

()"

fiir unendlich grofie y dem Grenzwerte D= C? zustreben.
Nun ist aber:

Ny _ . 2y 2y2y—1) 2yQRy—1)(2y—2)
(3)(1+y) =1+, ot T STy

2y(Cy—1)(2y—1)...2-1
Foee Cy)'y»

2 22 1 23 1 2
=g+t 27)+?ﬁ(1—z—y)(1—2—y)

e +(2y)!( 2%)(1—2%)"'(1—%2;1)
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Da die in den Klammern stehenden Ausdriicke bei unbegrenzt
wachsendem y den Grenzwert Eins haben, so ergibt sich:

wo die rechts stehende Summe unbe enzt fortzusetzen ist.
Es laBt sich nun leicht zeigen, daB die soeben eingefiihrte
Konstante D = C? einen Zablenwert hat, der zwischen 7 und
8 liegt. Denn es ist:

22 98
D=1+ + + + [l-l- +5 6+567+ ]
Daher ist
D>1+2+2+6+24,310>1+2+2+ +
oder:
D>T1.

Nun ist aber von den in der eckigen Klammer stehenden

92 3
Brﬁchen < 5 also erst recht — <= 11 2 111

56529 5.6.71-2°2°2

usw. Also ist nach der Summenformel fir geometrische
Reihen:

oder <2.

23
+o<—5

15+t 56T 1
Demnach: 2

D<142424— +
oder
1)<19-|-2 2 oder D <2,

also erst recht:
D <8.

Die Konstante D, von der wir soeben grzeigt haben,
daB sie grofer als 7, aber kleiner als 8 ist, war als der

Grenzw ert von
( )
Yy

2'
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definiert, wenn y unbegrenzt wichst. Sie ist aber auch der
2y+1

Grenzwert von (1+§) ' , weil dieser Ausdruck gleich

(1 +§)u mal 1 +$ ist, und 1 —|—§ fiir unbegrenzt wachsende

y den Grenzwert 1 hat.
Denselben Grenzwert D hat auch:

2 w41
(1+3)
fiir unbegrenzt wachsende 1, weil
2\v+1 (w+1)w 22
()" =1ty S+ P
+(w+1)w(w—1) 28
1.2.3  w

R I E I S

et () () £

ist, und bei unbegrenzt wachsendem % die in den eckigen
Klammern stehenden Ausdriicke samtlich 1 werden (vgl. No. 3).
Es 1dBt sich nun aber zeigen, da8, wenn % eine end-
liche Zahl ist,
2)w+1

(142
groBer als D ist. Um dieses einzusehen, entwickeln wir:

2
[1+(w+2)(w—- 1)]
nach dem binomischen Lehrsatze, und erhalten:
2 w 2w
[1+(w+2) (w——T)] e
22w (w — 1) 28w (w— 1) (w — 2)

STwr2yw—1y T 3w 2pw—1p T

+ +
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Also ist, wenn %> 1 st, was wir voraussetzen wollen,

2 2w
[1+(w+2)(w 1)] 2 Ty w =1
2w
Twrore—1n
Nun ist aber:
2w 2w
wrw—1) T wr2rw—1)
_ 2w(w42)42w 2w (w+ 3) _ 2w(w+3)
T (wE2fw—1) @t4wt+4)(w—1) w+3wi—4
2 2
=71 “w
e w2+ 3w
Also ist auch:
[1+(w+2)(w ]> +
oder:
[w2+w—2+2]“’ w42
(w+2)(w—1) w
oder:
[ w(w+1) ]” w+ 2
Lw+42) (w—1) w
oder:

w-i—ll“' w+2 (w+2)”
w—1 e w we
wofiir wir auch schreiben konnen:

(1 + 1)w> LR a

w1
oder, umgekehrt geschrieben:

-

In dieser Gleichung geht nun die rechte Seite aus der
linken hervor, wenn man w durch w—1 ersetzt. Wenn
also w kleiner bezw. groBer wird, so muf umgekehrt:
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2\v+1
(1+3)
groBer bezw. kleiner werden. Wir kénnen daher den folgen-
den Satz aussprechen:
Die Konstante D, von der oben erkannt ist, daB
sie gleich C? ist, und daB sie der Grenzwert von

w41
(1 —I—%) fir unbegrenzt wachsende wist, ist immer

2\v+1
)
wo w eine positive endliche Zahl ist.
Zu diesem Satze, von dem wir in § 4 Gebrauch machen
werden, fiigen wir noch einen zweiten Satz hinzu, den wir eben-

falls in § 4 anwenden werden, und der sich auf die Konstante
C bezieht. Durch Logarithmieren von 2) erhalten wir:

kleiner als

ylog(l +§) <log C
oder:
1\ logC
4 lo (1 —) < —=
4 g\1+y v
oder:
log y+1 < log C
Y Y
oder, wenn wir ¢ fiir log C schreiben:
®) log<y+1)—logy<§.

Uber die Konstante ¢, die als log C eingefiihrt ist,
1Bt sich leicht erkennen, daB sie groBer als % , aber Kkleiner
als % ist. Um zu zeigen, daf8 c<% ist, gehen wir davon
aus, daB C < 3 ist, was oben bewiesen ist, daB deshalb
C?2< 9, also auch <10 ist. Daraus folgt aber durch
Logarithmieren:

2log C < log10 oder c<%.
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Um zu erkennen, daB c>% ist, gehen wir davon aus, da8

1 1 1 1
O=1tqitgrtgrt - >1+1+5,

also groBer als g ist. Da nun aber

5\ 125
(5) =5 >10

ist, so folgt durch Logarithmieren
3 log% > log 10
oder:
g 3> L,
0g§> 3
und, da C>g ist, so ist

log C=c¢ >log%> %

Da soeben bewiesen ist, daB log C=c zwischen % und
%]iegt, so konnen wir daraus schliefen, daB log D, wofiir
wir d sagen wollen, gleich log (C?)=2log C=2¢ zwischen
g und 1 liegt. Wir haben also iiber die oben eingefiihrten

Konstanten ¢ und d die folgenden Resultate erhalten:

1 1
(6) 3<¢<gy
und

2
(7) 3 <d<1%).

In (5) oben ist gezeigt, daB der Unterschied der
Logarithmen zweier auféinan erfolgender Zahlen Kkleiner ist

*) Auf anderem Wege wird in § 6 ein genauerer Wert der
Konstanten d berechnet.
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¢ wo y die kleinere der beiden Zahlen und ¢ eine Konstante
ist, die, wie oben gezeigt ist, grofier als % aber kleiner als
3 ist. Es 1t sich nun sber auch seigen, dab derselbe
Unterschied grofer ist als —— v + 71 VO also y + 1 die groBere

der beiden aufeinanderfolgenden Zahlen ist. Denn oben ist
gezeigt, daB

(1+2)"'>p=cr
+ >D=
ist. Hieraus folgt durch Logarithmieren:

(w+ 1)-log(1 +3) >2log C.

Wenn wir wieder ¢ fiir log C schreiben, und w—=2u
setzen, so erhalten wir:

2u-+1)-log (1 + ;) > 2c¢.
Daher ist um so mehr:
(2u+2)-log (1 +%) >2¢
oder:
(w4 l)log(l —{—%) >c,
woraus folgt:
(8) log(u+1) —logu>——- +1

Wenn wir dieses Resultat m1t (5) zusammenfassen, er-
halten wir:

9) " + P
Nach (6) ist aber:

< log (u+ 1)—logu<~

l < '] < _1_
v 3 2

Multipliziert man diese Ungleichung mit (9) und hebt
dann durch ¢, so erhélt man:
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1 <log(u+1)—logu<—~ }

3 u+1
oder in Worten:
Die Differenz der Logarithmen zweier aufein-
anderfolgender Zahlen ist immer gréBer als der
dritte Teil des reziproken Wertes der groBeren der
beiden Zahlen, aber kleiner als die Hilfte des rezi-
proken Wertes der kleineren der beiden aufeinander-
folgenden Zahlen.

Beispielsweise liegt log 10 — log 9 zwischen 1 als unterer

30

Grenze und 1_18 als oberer Grenze, oder:

1 1
oder:

29 17

—30 <—2log3 < —
oder:

29 17

oder:

29 17
@> log 3> 36° oder: 0,49 >log3> 0,47.

Da, wie oben gezeigt ist, C der Grenzwert ist, dem
(1—{-%)” zustrebt, wenn y unendlich grof wird, so muf

log C=c¢ der Grenzwert sein, dem y -log (1 + l) zustrebt,

wenn y unendlich grof wird. Setzt man y—— , so daB,

wenn ¢ unendlich klein wird, ¥ unendlich gro8 wu'd, S0 er-
hilt man, da8

x €
5 o (147)

den Grenzwert ¢ hat, falls ¢ unendlich klein wird. Hier-
durch kénnen wir aber erfahren, wie logz wichst, wenn z
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wichst. Wenn nimlich z um ¢ wichst, so wichst logz um:

log (z + ¢) — log  oder log(l+£) .
Nun hat aber, wie wir soeben gesehen haben, % log (1 +§)

den Grenzwert ¢ oder log (1 +£) den Grenzwert Ex_f Wir
erhalten also den Satz:
Wenn z um ¢ wichst, so wiachst logz um f;c—s,

wo ¢ unendlich klein ist, und wo ¢ eine Konstante
ist, die groBer als ein Drittel, aber kleiner als Ein-
halb ist.



II. Abschnitt.
Das Tripelverfahren.

§ 4. Ableitung der beiden Hauptformeln.

In § 3 erschien die Konstante D als der Grenzwert,
dem man sich niihert, wenn man in der Summe:

21 922 93 o4
THntartgtg T

immer mehr Glieder beriicksichtigt. Auch ist dort bewiesen,
daB D kleiner ist als

2\v+1
(1+3) "
Wir erhalten daher eine positive Zahl, wenn wir von der
w1
binomischen Entwickelung von (1 +%)

21 22 923 Q4
D=ttqitoytgytgt
subtrahieren. So kommt

0<(1+3)W+ [ +2(w+1)+22‘(’l;}'—|1;)21).w
2@t ww—1) Hwt+hwwo—1)w—2) ]
+ 3ws 41wt .

—[1+++++]
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2Lw+1 —w 22 w+1—w+23w2—1—w2

11w T2l w 3! w?
2¢(w? — 1) (w — 2) — ws
+4_! w?
25(w?2 — 1) (w — 2) (w — 3) —w* |
51 wt o
_ 4 281 24wt —(wP—1)(w—2)
T w31 wr 4! w3
28wt — (w2 — 1) (w — 2) (w — 3)
_a w4 T essee

In dieser Summe sind nun die Zghler der vorkommenden
Briiche simtlich positiv, weil
w2>w?—1,
also auch:
wd > (w2 —1)(w—2), da w>w— 2 ist,
ferner nun auch:
Cwt> (w?— 1) (w—2) (w—3), da w>w—3 ist

usw. Demnach ist jeder auf 1% folgende Subtrahendus
positiv, so da8 wir erhalten: '

2\0+1 4
@) o<(14+2) —p<t.

Diese Ungleichung dividieren wir nun durch D. Dadurch

w, 4

0<—p ——1<pu

‘Wir addieren iiberall 1 und erhalten:
2\w+1

(1 +%) 4

I<—p —<ltpy

Jetzt logarithmieren wir und erhalten:
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2 4
(2 O0<(w+ l)log(1+;))-—logD<log(1 +m) .
Nach der Formel (4) des § 3 erhalten wir iiber

4 1
1°g(1+m)=l°g (1+m>’

daB: 4
log (1 T D ) <Dw Dw’
4
so daB wir statt (2) schreiben konnen:
2 4c
(3) 0<(w+1)log(1+—z;)—logD<Dw-

Nun ist in § 3 erkannt, da8 log D = log (C?) = 2log C
= 2¢ ist, so daB wir erhalten:

+2 4c

(4) 0<(w+1)log” = —2¢ <pu

Nun erhalten wir aus (4), nachdem durch w + 1 divi-
diert ist:

6) O<log(w—+2)—Ilogw—

2¢ 4c *
w41 <Dw(w+ 1) )

Fiir 2¢ haben wir in § 3 den Buchstaben d eingefiihrt
und zugleich erkannt, daB d eine Kons_stante ist, die zwischen

*) Herr Breuer, Direktor des Progymnasiums zu Wipper-
fiirth, fihrt in seinen Programm-Abhandlungen von 1894 bis 1898

Formeln an, durch welche gleichfalls log (1 -+ %) oder log (1 + %)

in zwei Grenzen eingeschlossen werden kann. Wihrend die
untere Grenze bei Breuer mit unserer unteren Grenze identisch
ist, erweist sich seine obere Grenze als verschieden von der uns-
rigen. Was aber, gegeniiber der Breuerschen Methode, Logarith-
men zu berechnen, bei den hier erdrterten Methoden wesent-
lich anders ist, ist dies, daB hier die noch unbekannten Loga-
rithmen von Primzahlen durch Elimination aus hinreichend
vielen Ungleichungen zwischen diesen Logarithmen gewonnen
werden, was dem Schiiler, der an Gleichungen mit mehreren
Unbekannten gewdhnt ist, niher liegt, als eine Berechnung
durch Reihen.
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% und 1 liegt. Fiihren wir d ein und schreiben 7 statt D,

was gestattet ist, weil 7 <D <8 ist, wie in § 3 gezeigt ist,
so erhalten wir aus (5), nachdem iiberall -';i—l addiert ist,
‘die erste Hauptformel:

(6) ——d—<]0g(w+2)—logw< d + d .
w 1
§w(w+1)

w+1 +1

Die Formel (6) gibt zwei Grenzen an fiir den Unter-
schied der Logarithmen zweier Zahlen, die sich um 2 unter-
scheiden. Um hieraus noch eine Formel zu erhalten, welche
die Logarithmen von drel aufeinanderfolgenden Zahlen mit-
einander verbindet, setzen wir w = 22 — 2, wodurch wir
erhalten:

d d
P — ¢ R 2 —_—
571 <log(2z2) —log(2x 2)<2a:2—1

d
TIer =)@ =10
oder, wie wir auch schreiben kénnen:
d 2 a2 d d
5 —1 < B3 3 <Ip—i T T@a D@ —1)

Nachdem wir den hinter log stehenden Bruch durch 2
gehoben und 22 — 1 in (z 4 1) (xr — 1) verwandelt haben,

erhalten wir die zweite Hauptformel, die Tripelformel
heiflen soll:

d
TR —1)(@*—1)
Die beiden Hauptformeln (6) und (7) sind nun die Quelle,
aus welcher sich rationale Grenzen fiir die Logarithmen aller
Zahlen ableiten lassen, wie in §§ 6, 7, 8, 9 gezeigt werden wird.

_|_
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§ 5. Vorlidufige*) Berechnung von log 2 und log3.
Nach der in § 4 abgeleiteten Formel (7) ist:

d
2logx —log (x — 1) —log (x + 1)_m

d
TRz —1) (@2 — 1)
und demnach bei wachsendem x immer kleiner wird. Da
wir nach der Ungleichung (7) in § 4 wissen, da8 d eine
Konstante ist, die kleiner ist als 1, so ist der Fehler, den
wir machen, wenn wir:

eine positive Zahl, die aber kleiner ist als

. d
2logz —log(x — 1) — log (x + 1) gleich Y
1
TQx? —1)(@?—1)

setzen, kleiner als Beispielsweise wird

fir =4 die Fehlergrenze 32% oder <0,0003. Fir z=9
wird die Fehlergrenze @1—66 oder <0,00001. Wir tragen

deshalb hier vorliufig kein Bedenken, die obige Gleichung
firz = 3,2z=5und z = 9 anzuwenden, Dadurch erhalten wir:

d
210g4—10g3—log5=ﬁ

d
2]og5———log4—log6=4—9

d
2log9—log8-—log10=—1—6T

*) In § 6 werden fiir log 2 und fiir log 3 je zwei Dezimal-
briiche berechnet, von denen der eine sicher zu klein, der andere
sicher zu grof ist, wodurch ein Urteil iiber die Anniherun
an die wahren Werte gewonnen wird, wihrend hier log 2 ung
log3 berechnet werden, ohne daf angegeben werden kann, wie
nahe man den wahren Werten von log 2 und von log 3 gekommen
ist, wenn man nicht voraussetzt, daf man schon log 2 und log 3
von irgendwo anders her kennt. Diese Voraussetzung darf aber
in einem Buche, wie es das vorliegende ist, nicht gemacht werden,
weil es ja zeigen will, wie die Logarithmen berechnet werden
kénnen. Deshalb ist die in diesem Paragraphen bewerkstelligte
Berechnung von log2 und von log3 nur afs ,vorldufige“ zu
betrachten.
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Wenn wir in diesem System von drei Gleichungen
log4=-2log2,log5=-log}29=log 10 —log2=1—1log?2,
ferner:
log 6 =1log (2 - 3) =log 2 4 log 3,log 9 =log (32) =21log 3,
dann:
log 8 =log (2%)=3log 2,log10=1
setzen, erhalten wir:

d
d
d
C) —310g2+4log3—1=—161-

Die in diesem System von drei Gleichungen vorkommenden
GroBen log 2, log 3 und d betrachten wir nun als Unbekannte.
Um log2 und log3 aus unserem Gleichungs-System zu be-
rechnen, haben wir d zu eliminieren. Dies geschieht dadurch,
daB wir erstens die erste durch die zweite Gleichung, zweitens
die zweite durch die dritte Gleichung dividieren. Dadurch
erhalten wir:

D)

und zweitens:

5log2 —log3 —1 49
—blog2—1log3+2 31

) —b5log2 —log3+2 23
—3log2+4log3—1 7

Nach Fortschaffung der Briiche erhalten wir:

400log 24 181log 3 =129 }.

{+3410g2—9910g3=——37 )

Um log2 zu berechnen, eliminierén wir nun log 3,
indem wir die erste Gleichung mit 11, die zweite mit 2
multiplizieren. So erhalten wir:

4400log 2 4 198log 3 — 1419} .
68log2 —198log 3 = — 74
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Hieraus ergibt sich durch Addition:
4468log 2 = 1345,

woraus wir einen rationalen Niherungswert fiir log 2 erhalten,
némlich:
1345
log2 = 1468 0,3010 2954.
In § 6 wird nun streng bewiesen, daB log 2 zwischen
0,3010 2997 und 0,3010 3002 liegt, also bei Abrundung auf
sechs Stellen gleich

0,301030

ist. Wir erkennen hieraus, daB das obige Eliminations-
verfahren, angewandt auf die drei Gleichungen, die wir fiir
x = 4,2 =>5, x =9 erhalten haben, uns log 2 auf sechs Dezimal-
stellen geliefert hat, namlich log 2 = 0,301 030.
‘Wenn man in derselben Weise log 3 berechnet, indem
man log 2 eliminiert, erhélt man:
9593

log 3= m = 0,4771 2125.

Da nach § 6:
0,4771 2117 <log 3 < 0,4771 2133
ist, so hat uns die in § 4 abgeleitete Formel Nr. 7 log 3 auch
auf sechs Dezimalstellen geliefert, niimlich log 3 =0,477121.
Aus den fiir log2 und log3 berechneten Naherungs-
werten ergeben sich nun die Logarithmen aller Zahlen, die
keine anderen Primfaktoren als 2 und 3 enthalten, aber auch:
log5=1—1log2=0,6989 70
und deshalb die Logarithmen aller Zahlen, die keine anderen
Primfaktoren als 2, 3 und 5 enthalten. Beispielsweise ist:
log 6 =log (8 - 2) =1log 3 +log 2 =0,778 151;
log 8 =1log (28) =3 - log 2 = 0,903 090;
log 50 =log (5 - 10) = log 5 + 1 — 1,698 970;
log 48 =1log (16 - 3) = log (243) =41log2 +log 3
=1,204120+0,477121
—1,681 241.

Schubert, Berechnung der Logarithmen, 3
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Wir konnen nun weiter gehen, indem wir in unserer
Hauptgleichung:

2logz —log(x — 1) —log (z + 1) = d

22 —1

=49 =72 getzen. Dann wird log 49 = 2log 7 durch log 48
und log 50 ausgedriickt, also durch Logarithmen, die als
bekannt anzusehen sind, weil 48 und 50 keine anderen
Primfaktoren als 2, 3 und 5 enthalten, und zwar ist es, um
log 7 zu berechnen, aus zwei Griinden geschickt, =49 zu
setzen, erstens deshalb, weil eine durch 7 teilbare Zahl zur
Mittelzahl der drei Zahlen x — 1, z, 4 1 gewiblt ist, und
deshalb die Ungenauigkeiten, die bei der Berechnung von
log 2 und log 3 begangen sind, auf die Hilfte herabgedriickt
werden, zweitens deshalb, weil diese Mittelzahl die zweite
Potenz von 7 und deshalb die Summe j jener Ungenauigkeiten
noch einmal auf die Hilfte herabgedriickt wird, im ganzen
also auf den vierten Teil des begangenen Fehlers. In der
Tat erhalten wir ja aus unsrer Hauptformel:

d

log 7= 10g50+ log48+4 1801’
wo die Konstante d aus einer der drei Gleichungen, aus
denen oben eliminiert ist, vorher zu berechnen ist. Erstim
Besitz von log 7, konnte man dann weitergehen und zu log 11
gelangen, indem man in der Hauptformel =11 oder noch
besser gleich 55 oder gleich 99 sgtzt, alles richtige Ein-
setzungen, weil bei allen die Logarithmen der benachbarten
Zahlen als bekannt anzusehen sind, da diese benachbarten
Zahlen nur 2, 3, 5, 7 als Primfaktoren enthalten, log 2, log 3,
log 5, log 7 aber berechnet sind, und deshalb auch aus ihnen
die Logarithmen aller Zahlen folgen, die lediglich 2, 3, 5
und 7 als Primfaktoren enthalten. Nachdem so log 11 be-
rechnet wire, wirde man durch Setzen von z=65 den
Logarithmus von 13 finden konnen. Im Besitze der Loga-
rithmen von 2, 3, 5, 7, 11, 13, wiirde man den Logarithmus
der néichsten Primzahl 17 durch Setzen von x=51 in die
Hauptformel bekommen konnen, dann log 19 durch Setzen
von =176, und so immer weiter. Man wiirde so zur Be-
rechnung einer Logarithmentafel kommen konnen, ohne aber
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ein Urteil iiber die Genauigkeit der gefundenen
Zahlen gewinnen zu konnen*)

Der soeben angedeutete Berechnungsweg hatte seinen
Ursprung darin, daB wir in die Hauptformel 2 =4, =35,
z=9 setzten und so drei Gleichungen mit den drei Un-
bekannten log 2, log 3 und d erhielten. Wenn wir die Loga-
rithmen noch weiterer Primzahlen, also etwa log 7, log 11,
log 13 usw. als Unbekannte betrachten, konnen wir z auch
gleich groBeren Zahlen setzen und dadurch erzielen, daf die
gefundenen Logarithmen viel genauer werden. Nur muB
man darauf achten, daf man soviel Gleichungen aufstellt,
wie Unbekannte in ihnen stecken, und auch darauf, daB,
nachdem alle Unbekannten auBiler log 2 und log3 elimi-
niert sind, man nicht etwa auf zwei Gleichungen kommt,
deren linke Seiten identisch sind. Dies ist deshalb
moglich, weil man ja nicht mit wirklichen, sondern mit
nidherungsweise richtigen Gleichungen operiert. Kime
man etwa auf zwei Gleichungen, wie

alog2+blog3==c}
{alog2-|-blog3=c' ’

wo a, b, ¢, ¢’ beliebige rationale Zahlen sind, so wiirden ¢
und ¢’ in den ersten Stellen iibereinstimmen, der gewihlte
Berechnungsweg aber fiir die Berechnung von log 2 und
log 3 illusorisch werden. ,

Ein Weg, bei dem die Berechnung nicht illusorisch
wird, ist unter anderm der folgende:

1. Man setze in der Hauptformel dieses Paragraphen
2=25. Dann erhilt man, nachdem man log5=1 — log 2
gesetzt und dann zusammengefaBt hat:

d

1549 =d.0,0008006405.

(1) —log13 —log3 —8log2+44=
2. Man setze in der Hauptformel dieses Paragraphen
2=26. Dann erhilt man nach Zusammenfassung:

d

357 = 4+ 0,00074 01924,

(2) 2log13 —3log3 4 4log2 —2=

*) Vgl. §6, §7, §8, wo ein solches Urteil gewonnen wird.
3#
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3. Man setze in der Hauptformel dieses Paragraphen
2% = 1025 und beachte, da8 2 log z — log (r — 1) — log (z 4+ 1)
=log (#?)—log (x?—1) ist. Dann erhélt man:
9
2049
4. Man setze in der Hauptformel dieses Paragraphen
z=49. Dann erhilt man schlieBlich:
_a
~ 4801
5. Man setze in der Hauptformel dieses Paragraphen
z =64, wodurch man erhilt:
®) —log13 —log7 —2log3+13log2—1
=d - 0,00012 20852.
6. Man setze in der Hauptformel dieses Paragraphen
2 =81, wodurch man erhilt:
©6) —log 41 +8log3 —4log2 —1
=d-0,00007 62137.
Durch Addition von (3) und (6) erhdlt man nun die

erste von den drei gesuchten Gleichungen zwischen log 2,
log 3 und d, néimlich:

@ 8log3 — 16log2 4+ 1=d-0,00056 42566.

Wenn man ferner die zweite Gleichung zum Doppelten
der ersten Gleichung addiert, so erhilt man:
@)  —b5log3 —12log2+ 6 =d-0,0023414734.

Um endlich die dritte von den gesuchten drei Gleichungen

zwischen d, log 2 und log 3 zu erhalten, hat man aus (1), (4),
(5) log 13 und log 7 zu eliminieren. Dadurch erhilt man:

(III) +5log3 —8llog2+22=4d-0,0025059313.

Wenn man nun die mit (IT) und mit (ITT) bezeichneten
Gleichungen addiert, erhiilt man die erste von zwei Gleichungen,
die nur noch d und log 2 als Unbekannte enthalten, némlich:

av — 93log 2 + 28 = d - 0,00484 74047.

3) log41 —12log2+2= =d - 0,00048 80429.

(4) 4log7 —log3 —3log2 —2 — d - 0,00020 82899.

__a
~ 8191

LU
~ 13121
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Wenn man ferner Gleichung (I) mit 5, Gleichung (IT) mit
8 multipliziert und dann addiert, erhdlt man eine zweite nur
noch d und log 2 als Unbekannte enthaltende Gleichung,
némlich:
) —1761log 2 + 53 = d - 0,02155 30702.

Um nun aus (IV) und (V) durch Elimination von d log 2
bequem zu berechnen, subtrahieren wir zuniichst das Doppelte
der Gleichung (IV) von Gleichung (V), wodurch wir erhalten:

(VD) 10log2 — 3 =d - 0,01185 82608.
Zweitens multiplizieren wir (IV) mit 17, (V) mit 9 und
subtrahieren. So erhalten wir:
(VI —3log2+1=d-0,11157 17519.
Die Division der Gleichung (VI) durch Gleichung (VII)
ergibt dann:
10log2 —3 118582608
—3log2+1 1116717519

oder: log 2 (111571 75190 4 3557 47824)
= 1185 82608 - 33471 52557,
also: log 2 — 34657 35165 .
115129 23014

Die Verwandlung des soeben fiir log 2 gefundenen Nihe-
rungswertes in einen Dezimalbruch ergibt endlich: _

log 2 = 0,30102 999566.*)

Wenn man ferner erstens aus (I) und (IT) log 2, zweitens
aus (II) und (III) log 2 eliminiert, erhilt man:

(VI — 44log3+21=4d-0,00767 31238) _
IX) {— 155log 3 4+ 74 =d - 0,056319 60566

Nimmt man nun von (VIII) das Siebenfache, von (IX)
das Doppelte, so erhilt man:

{—— 308log 3+ 147=d-0,05371 18666}
—310log 3 + 148=d-0,10639 21132}’

*) Wir kénnen zwar hier noch kein Urteil ‘dariiber gewinnen,
wie weit wir uns dem wahren Werte von log 2 geniihert haben.
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woraus durch Subtraktion folgt:
X) —2log3+1=d-0,05268 02466.

Dividiert man nun (X) durch (VIII), so erhilt man: -

— 2log3+4+1  0,05268 02466
—44log3+21  0,0076731238°
woraus folgt:
(log 3) - 2,30258 46028 = 1,09861 20548
oder: log 3 =0,47712 125472,

Nach dem »Thesaurus loga.nthmorum“ *) haben w1rh1erm1t
auch fiir log 3 elf richtige Dezimalstellen erhalten.

§ 6. Berechnung von Grenzen fiir log 2 und fiir log 3.

Die in § 5 vorliufig bewerkstelligte elementare Be-
rechnung der Logarithmen lifit in keiner Weise erkennen,
um wieviel die dort fiir loga gefundene rationale Zahl von
dem wahren Werte von loga hochstens abweichen kann.
Zur Beurteilung dieser Abweichung miifite vielmehr schon
eine auf hinreichend viele Dezimalstellen berechnete Loga-
rithmentafel vorliegen. Da aber in diesem Buche gezeigt
werden soll, wie eine solche Tafel berechenbar ist, so
miissen wir uns auf den Standpunkt stellen, als ob.wir iiber-
haupt noch von keiner Zahl, auBer natiirlich von den Potenzen
von Zehn, den Loganthmus kennen. Auch ohne eine solche
Kenntnis gewinnen wir aber ein Urteil {iber die genannte
Abweichung, wenn wir eine rationale Zahl angeben ké6nnen,
die sicher kleiner als log a ist, sowie eine zweite rationale Zahl,
die sicher groBer als loga ist. Diese beiden rationalen Zahlen
wollen wir untere und obere Grenze von loga nennen. Je
kleiner der Unterschied dieser beiden Grenzen wird,
desto genauer ist log a berechnet. Zur Berechnung von
derartigen Grenzen dienen die beiden in § 4 bewiesenen
Ungleichungen (6) und (7). Dlese lauteten:

Jedoch gibt der von Vega herausgegebene ,Thesaurus logarith-
morum¥, der die ersten 10 Dezimalstellen der Loganthmen enthilt,
an, dag’ log 1024 (= 10 - log 2) = 3,01029 99566 ist, wonach log 2
=0,30102 999566 ist. Hiernach h&tten wir von log 2 die ersten
elf Dezimalstellen richtig erhalten.
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<lo (w+2)—lo w< + 2d
w+1 € g +1 Tww+1)’

d d
s <2lgz—log(z+1)—logle—1) <5

@) . . d
+ TR22—1)(@*—1)

(1)

Da der Grenzunterschied bei diesen Formeln um so
kleiner wird, je groBer w bezw. x ist, so liegt es nahe, fiir
w bezw. x moglichst grofe Zahlen zu wihlen. Die erste
dieser beiden Formeln verbindet zwei Zahlen, deren Unter-
schied 2 betrigt, wihrend die zweite Formel drei auf-
einanderfolgende Zahlen miteinander verbindet. Wir
wollen deshalb die beiden Formeln durch die Namen Dupel-
formel und Tripelformel unterscheiden und demgemi
zwei ganze Zahlen, deren Unterschied 2 ist, als Dupel be-
zeichnen, wihrend die Gesamtheit von drei aufeinander-
folgenden ganzen Zahlen Tripel heifien soll. Da bei der
Zerlegung der beiden ein Dupel bildenden Zahlen in Prim-
faktoren die Primzahlen Zwei und Drei auftreten konnen,
bei der Zerlegung aber der drei ein Tripel bildenden Zahlen
in Primfaktoren in diesen Primfaktoren Zwei und Drei auf-
treten miissen, so miissen wir bei der Anwendung der Dupel-
formel und der Tripelformel die Logarithmen von Zwei und
Drei als Unbekannte ansehen. Zu diesen beiden Unbekannten
tritt aber noch die in § 3 eingefiihrte Konstante d, so da8
wir durch Anwendung der Dupelformel oder der Tripel-
formel zu drei voneinander unabhiingigen Ungleichungen
zwischen log 2, log 3 und d kommen miiiten, um jede dieser
drei Unbekannten in zwei rationale Grenzen einschlieBen
zu konnen. Dadurch, daf man in. (1) fiir w, in (2) fir
groBere Zahlen einzusetzen hat, damit der Grenzunterschied
moglichst klein werde, werden aber die Logarithmen von noch
anderen Primzahlen, als von Zwei und von Drei eingefiihrt.
Die Einfihrung .des Logarithmus jeder solcher neuen Prim-
zahl erfordert deshalb auch eine neue Ungleichung. Nun
lassen sich aber auf mannigfache Weise Gruppen von Dupeln
bezw. Tripeln' so zusammenstellen, da aus diesen Gruppen
durch Elimination drei Ungleichungen entstehen, in denen
nur d, log2 und log3 als Unbekannte vorkommen. Dabei
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ist noch zu beachten, daB hierbei log 5 nicht als Unbekannte
zihlt, wenn schon log 2 als Unbekannte betrachtet ist, weil

log5=log1729=log10-—log2=1 —log?2

ist. Wir stellen nun fiinf Tripel und ein Dupel von der
gewiinschten Beschaffenheit zusammen, indem wir erstens in
(2) z =25, zweitens in (2) z =26, drittens in (1) w= 2048,
viertens in (2) z=49, fiinftens in (2) =64, sechstens in
(2) z=281 setzen (vgl. das zweite Beispiel in § 5). So ent-
stehen die folgenden sechs Ungleichungen:

a d
(3) m<210g25—10g26—l%24<m
d
T B =)@ —1)
d d

@ :
T —)Eer—1)

(5) éo_‘ig < log 2050 — log 2048 <20ti9 +7 2043. 1024 °

. mqti <2log49——l:g50_l°g48 <2_.E%——1
tr e @ —1y’

o 2._64”:___3<2log64-—12865‘—1(’g63<WT
tTE e —DEE—1)

. 2_.85—_1<2log81—12882—l°g80<m1%——7
+

T 2-8E—1)(BLE—1)"

Jede der hinter log stehenden Zahlen 24, 25, 26, 27,
48, 49, 50, 63, 64, 65, 80, 81, 82, 2048, 2050 zerlegen wir
nun in Primfaktoren und zergliedern dann den Logarithmus
jedes Produktes von Potenzen von Primzahlen in die Summe
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von Vielfachen der Logarithmen dieser Primzahlen, gemi
der Formel:
log (a*-b8-¢c7-d?....)

=a-loga+p-logb+y-logc+d-logd-+... (i'gl. § 2).

Dann entstehen sechs Ungleichungen zwischen den sechs
Unbekannten d, log 2, log 3, log 7, log 13, log41. Wenn man
dann noch log5 gleich 1 —log2 setzt, zusammenfaBt und
die Briiche, deren Zihler d ist, in das Produkt von d mit
einem zehnstelligen Dezimalbruch verwandelt, so erhilt man:

(3) d-0,0008006405 <4 —8log2 —log3 —log 13
< d-0,00080 08238;

@) d-0,0007401924 < —2+4log2 —3log3 +2log 13
<d-0,0007403491;

(5) @-0,0004880429 <2 —12log2+-log 41
<d-0,00048 81110;

6 @-00002082899 < —2—3log2—log3+4log?
< d-0,00020 83023;

0 d-0,0001220852 <—1+413log2 — 2log3 — log 7
—log 13 < d-0,00012 20895;

©) d.0,00007 62137 < — 1 —4log 2+ 8log 3 —log 41
<d-0,00007 62154.

Wir eliminieren nun log41, log13 und log7, indem
wir beachten, da Kleineres zu Kleinerem addiert, Kleineres
gibt, Groferes von Kleinerem subtrahiert, Kleineres gibt usw.,
da8 aber die Addition von Kleinerem zu Gréferem nicht
notwendig zu Kleinerem oder zu Gleichem oder zu Grio8erem
fiilhrt usw. Man hat daher bei der Elimination die Un-
gleichungen oft umzukehren, um zu einem sicheren Schlusse
zu gelangen. Auf solche Weise erhilt man die folgenden
drei Ungleichungen zwischen d, log2 und log3:

) d - 0,00056 42566 <8log3 —16log241
<d-0,00056 43264

(10) d-0,00234 14734 <—Db5log3 —12log24-6
<d-0,00234 19967

(11) d-0,00250 59017 < + 5log 3 — 81log24-22
< d-0,00250 66645
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Aus diesen drei Ungleichungen eliminieren wir nun log 3,
indem wir erstens (10) und (11) addieren, zweitens (9) mit
5 und (10) mit 8 multiplizieren und dann addieren. So er-
halten wir:

(12) d-0,00484 73751 <— 93log 2 + 28 < d-0,00484 86612
(13) d-0,02155 30702 <—176log 2 4 53 < d-0,02155 76056

Multipliziert man nun (12) mit 176, (13) mit 93 und
subtrahiert dann die umgekehrt geschriebene erste Ungleichung
von der zweiten, so erhilt man:

(14) d-1,1510711574 <1 <d-1,156171 93032. -
Hieraus aber ergibt sich einerseits

d <0,8688,
andererseits:

0,8682 < d, oder:
(15) . 0,8682 < d < 0,8688.

Beziiglich des Grenzunterschieds von sechs Zehntausendtel
fir d ist zu bemerken, daf derselbe einem Grenzunterschied
von wenigen Zehnmillionteln in den zu berechnenden Loga-
rithmen entpricht, weil in den sechs Ungleichungen (3) bis
(8) die Konstante d immer durch Zahlen dividiert wird, die
groBer als tausend sind. Fir log2 ergibt sich sogar nur
ein Grenzunterschied von einem halben Zehnmilliontel.
Multiplizieren wir nimlich (12) mit (15), so erhalten wir:

0,00420 81654 < — 93 log 2 + 28 < 0,00421 28112
oder: einerseits: 93 log 2 <27,99579184
andererseits: 27,9957 8718 < 93 log 2.
Hieraus folgt aber:

(16) - 0,3010 2997 <log 2 < 0,3010 3002.
Aus (9), (10), (11), (15) und (16) folgt nun dbereinstimmend:
(17) 0,4771 2117 <log 3 < 0,4771 2133.

Hiermit sind log2 und log3 in zwei Grenzen einge-
schlossen, die sich um 5 bezw. 16 Hundertmilliontel unter-
scheiden, Wir haben also erkannt, daB, wenn man

log 2=0,301030
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setzt, der Fehler kleiner als ein DreiBiigmilliontel sein muS,
und wenn man:
log 3 =0,477121

setzt, der Fehler kleiner als 33:108 oder kleiner als ein
Dreimilliontel sein muf.

Mit Hilfe der beiden hier gefundenen Resultate kann
man nun schon die Logarithmen vieler Zahlen in Grenzen
einschlieBen, wobei zu beachten ist, da8 auch log5 nunmehr
bekannt ist, indem:

1—0,3010 3002 <log 5 < 1 — 0,3010 2997
sein muf, oder:
0,6989 6998 < log 5 < 0,6989 7003.

Da wir nunmehr die Logarithmen aller Zahlen, die
keine anderen Primfaktoren, als Zwei, Drei und
Fiinf enthalten, in Grenzen einschlieBen kénnen, so soll
dies hier auch wirklich geschehen, wenigstens fiir die Loga-
rithmen derjenigen dieser Zahlen, die hichstens zweiziffrig
sind. Die in jeder Zeile zuletzt stehende, in Klammern ge-
setzte Zahl gibt den Grenzunterschied in Vielfachen
von einem Hundertmilliontel an.

A. Liste der Grenzen fiir loga, wo a <100 und
keine anderen Primfaktoren als 2, 3, b enthilt:
0,3010 2997 <log 2 <0,30103002 (5)

0,4771 2117 <log 3 <0,47712133 (16)

0,6020 5994 <log 4 <0,6020 6004 (10)

0,6989 6998 <log 5 <0,6989 7003 (5)

0,7781 5114 <log 6 <0,77815135 (21)

0,9030 8991 <log 8 < 0,9030 9006 (15)

0,9542 4234 >log 9 <0,9542 4266 (32)

1,0000 0000 = log 10 = 1,0000 0000 (0)

1,0791 8111 <log 12 <1,0791 8137 (26)
1,17609115 <log15 <1,1760 9136 (21)

1,2041 1988 <log 16 < 1,2041 2008 (20)

1,2552 7231 <log 18 <1,2552 7268 (37)

1,3010 2997 < log 20 < 1,3010 3002 (5)
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1,3802 1108 < log 24 <1,38021139 (31)
1,3979 3996 < log 25 < 1,3979 4006  (10)
1,4313 6351 < log 27 < 1,4313 6399  (48)
1,4771 2117 <log 30 < 1,4771 2133  (16)
1,5051 4985 < log 32 < 1,5051 5010 (25)
1,5563 0228 < log 36 < 1,5563 0270  (42)
1,6020 5994 < log 40 < 1,6020 6004 (10)
1,6532 1232 < log 45 < 1,65321269 (37)
1,6812 4105 < log 48 < 1,68124141 (36)
1,6989 6998 < log 50 < 1,6989 7003  (5)

1,7323 9348 <log 54 < 1,7323 9401 (53)
1,7781 5114 < log 60 < 1,77815135 (21)
1,8061 7982 < log 64 < 1,8061 8012  (30)
1,8573 3225 < log 72 < 1,8573 3272 (47)
1,8750 6113 <log 75 < 1,8750 6139  (26)
1,9030 8991 < log 80 < 1,9030 9006 (15)
1,9084 8468 < log 81 < 1,9084 8532  (64)
1,9542 4234 <log 90 < 1,9542 4266  (32)
1,9822 7102 < log 96 < 1,9822 7143 (41)

§ 7. Berechnung von Grenzen fiir log 7, log1l, log13,
log 17, log19.

In § 6 sind die Konstante d, sowie die Logarithmen
der Zahlen Zwei und Drei in je zwei Grenzen eingeschlossen.
Dadurch gelang es, die Logarithmen auch aller derjenigen
Zahlen in zwei Grenzen einzuschlieBen, welche keine anderen
Primfaktoren als Zwei, Drei und Fiinf enthalten. - Es bietet
nunmehr keine Schwierigkeit mehr, auch die Logarithmen
aller Primzahlen, die groBer sind als Fiinf, ebenso zu finden,
und zwar immer durch die Tripelformel:

d d

571 <2logz — log (z+ 1) — log (x — 1) <gm_—1
N d

TCx2—1) (@2 —1)

Um den Grenzunterschied mdoglichst klein zu erhalten,
empfiehlt es sich dabei, als Mittelzahl z eines Tripels zu-
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niichst nicht die zu berechnende Primzahl selbst, sondern
ein solches Vielfaches derselben zu wihlen, daf die Loga-
rithmen der beiden Nachbarzahlen x — 1 und 2 4 1 als be-
kannt anzusehen sind, wenn man planmiBig (vgl. § 2)
vorgeht, d. h., wenn man immer von den Logarithmen der
kleineren Primzahlen zu denen der groBleren aufsteigt. Es
ist dabei moglichst dafiir zu sorgen, daf die Zahl, deren
Logarithmus zu berechnen ist, Primfaktor der Mittelzahl »
und nicht der beiden andern Zahlen £ — 1 und z--1 ist,
und zwar deshalb, weil in der Tripelformel der Logarithmus
der Mittelzahl verdoppelt auftritt, und dadurch der Grenz-
unterschied des zu berechnenden Logarithmus halbiert wird.
PlanmiBig vorgehend, berechnen wir zuniichst log 7. Es ist
geschickt, hierzu das Tripel 48, 49, 50 zu benutzen, also die
Ungleichung (6) des § 6 anzuwenden. Aus dieser folgt:

d+0,00020 82899 + 2 -+ 3 log 2 +log 3 < 4log 7
<d+0,00020 83023 + 2 + 3log 2 -+ log 3.

Da man nun da, wo das Kleinere steht, noch Kleineres
dafiir setzen kann, und da, wo das GroBere steht, noch
GroBeres substituieren darf, so muB man links fiir d die untere
Grenze, rechts fir d die obere Grenze setzen. Aus dem-
selben Grunde muB man links fiir log2 und log 3 die unteren
Grenzen, rechts die oberen Grenzen setzen. So erhilt man:

0,0001 8083 -+ 3,3802 1108 < 4log 7 < 0,0001 8098

+3,3802 1139
oder:
3,3803 9191 < 41og 7 < 3,3803 9237
oder:
0,8450 9797 <log 7 <0,8450 9810.

So ist log7 in zwei Grenzen eingeschlossen, die sich
um 13 Einhundertmilliontel unterscheiden.

Im Besitz der Grenzen fiir log 7, konnen wir jetzt die in
§ 6 begonnene Liste der Grenzen fir loga, wo a <100 ist,
etwas ergiinzen, indem wir die Grenzen fiir die Logarithmen
der Vielfachen von 7 bis zum Vierzehnfachen hinzufiigen,
mit Ausnahme des Elffachen und des Dreizehnfachen. Wir
erhalten durch blo8e Additionen:
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B. Liste der Grenzen fiir loga, wo a <100 und
Vielfaches von Sieben ist.
0,8450 9797 <log 7 <0,84509810 (13)
1,1461 2794 <log 14 <1,1461 2812 (18)
1,3222 1914 <log 21 <1,32221943 (29)
1,4471 5791 <log 28 < 1,4471 5814 (23)
1,5440 6795 < log 35 <1,5440 6813 (18)
1,6232 4911 <log 42 <1,62324945 (34)
1,6901 9594 <log 49 <1,6901 9620 (26)
1,7481 8788 <log 56 < 1,74818816 (28)
1,7993 4031 <log 63 <1,7993 4076 (45)
1,8450 9797 <log 70 < 1,84509810 (13)
1,9242 7908 < log 84 < 1,9242 7947 (39)
1,9912 2591 < log 98 < 1,99122622 (31)

Wir gehen nunmehr zur Berechnung von log11 iiber.
Wir ‘konnten sowohl das Tripel 54, 55, 56 als auch das
Tripel 98, 99, 100 wéhlen, ziehen jedoch das letztere vor,
weil seine Mittelzahl die groflere ist. Aus der Tripelformel
erhalten wir:
0,8682

19601 < 2log 99—log 98 —log 100 <

oder:
0,0000 4429 + log 98 + log 100 < 2log 99 < 0,0000 4433
+ log 98 4- log 100,
wo links vom ersten Kleinerzeichen die kleineren Grenzen,

rechts vom zweiten Kleinerzeichen die gréferen Grenzen ein-
zusetzen sind. So erhilt man:

0,8688
19601

0,8688
7.19601- 9800

-+

0,0000 4429 0,0000 4433

+1,9912 2591} <2log 99 <{+ 1,9912 2622

-+ 2,0000 0000 + 2,0000 0000
oder: 3,9912 7020 < 2log 99 < 3,9912 7055
oder: 1,9956 3510 < log 99 < 1,9956 3528.

Der Unterschied der Grenzen fiir log99 betrigt also
nur 18 Einhundertmilliontel. Er wird aber fir log1l da-
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durch grofer, daB wir, um log1l zu erhalten, die Un-
gleichung

0,9542 4266 > log 9> 0,9542 4234
zu subtrahieren haben, so erhalten wir:

1,0413 9244 <log11 < 1,0413 9294

wodurch log 11 in zwei Grenzen eingeschlossen ist, die sich
um 50 Hundertmilliontel oder um ein halbes Milliontel unter-
scheiden.

Im Besitze zweier Grenzen fiir log11 konnen wir nun
auch die in § 6 begonnene und hier oben fortgesetzte Liste
der Grenzen fiir loga, wo @ <100 ist, fortsetzen, indem wir
die Grenzen fiir die Logarithmen der Vielfachen von EIf
hinzufiigen. Wir erhalten durch bloSe Additionen:

C. Liste der Grenzen fiir loga, wo a <100
und Vielfaches von EIf ist.
1,0413 9244 <log 11 <1,0413 9294 - (50)
1,3424 2241 <log 22 < 1,3424 2296 (55)
1,185 1361 <log 33 <1,5185 1427 (66)
1,6434 5238 <log44 < 1,6434 5298 (60)
1,7408 6242 < log b5 < 1,7403 6297 (55)
1,8195 4358 < log 66 < 1,8195 4429 (71)
1,8864 9041 <log 77 <1,8864 9104 (63)
1,9444 8235 <log 88 < 1,9444 8300 (65)
1,9956 3510 <log 99 < 1,9956 3528 (18)
Die. log99 in Grenzen einschlieBende Ungleichung ist
oben berechnet. Wollte man log99 aus log11-+log9 be-

. rechnen, so wiirde der Grenzunterschied 50 - 32 statt 50 32
betragen, also viel grofier werden.

Um Grenzen fiir log13 zu finden, gehen wir von dem
Tripel 64, 65, 66 aus und erhalten:

0,8682 0,8688 0,8688
Bagy <210g65—log64—66 <~ + o oig do0a
0,0001 0275 0,0001 0283
oder: 41,8061 7982} <2log 65 <{+ 1,8061 8012
11,8195 4358 11,8195 4429
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oder: 3,6258 2615 < 2log 65 < 3,6258 2724
oder: 1,8129 1307 < log 65 < 1,8129 1362.
Hiervon ist zu subtrahieren:
0,6989 7003 > log 5 > 0,6989 6998.
Dadurch erhilt man:
1,1139 4304 <log 13 <1,1139 4364,

also log13 in zwei Grenzen eingeschlossen, die sich um
60 Hundertmilliontel unterscheiden.

Wir fiigen nun die Grenzen fiir die Logarithmen der Viel-
fachen von 13 hinzu. Wir erhalten durch blofe Additionen:

D. Grenze der Listen fir loga, wo a <100
und Vielfaches von Dreizehn ist.
1,1139 4304 <log 13 <1,1139 4364 (60)
1,4149 7301 <log 26 < 1,4149 7366 (65)
1,5910 6421 <log 39 < 1,5910 6497 (76)
1,1760 0298 < log 52 < 1,7160 0368 (70)
1,8129 1307 <log 65 <1,81291362 (55)
1,8920 9418 <log 78 < 1,8920 9499 (81)
1,9590 4101 < log 91 < 1,95904174 (73)

Grenzen fiir log 17 erhalten wir aus dem Tripel 50, 51,
52, indem wir, da 2.512—1=05201 ist, ansetzen diirfen:
0,8682 0,8688 0,8688

5201 < 2logd1—log50—log52 <~pon= + zo5r 506

oder:
0,0001 6692 < 2 log 51 — log (50 - 52) < 0,0001 6705
-+ 0,0000 0001

oder:
0,0001 6692 + log 2600 < 2 log 51 < 0,0001 6706 + log 2600,

wo bei log 2600 =2 log26 links die untere, rechts die
obere Grenze zu setzen ist, also:
{ 0,0001 6692

0,0001 6706}
+ 3,4149 7301

} <Zlog51 < {+3,4149 7366

oder:
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_ 3,4151 3993 < 2log 51 < 3,4151 4072
oder:
1,7075 6996 < log 17 + log 3 < 1,705 7036.

Subtrahiert man hiervon:
0,4771 2133 > log 3> 0,4771 2117,
so erhilt man:
1,2304 4863 <log 17 <1,2304 4919.

So ist log17 in zwei Grenzen eingeschlossen, die sich
um 56 :108 unterscheiden.

Wir fiigen nun die Logarithmen der Vielfachen von 17
hinzu, wobei zu beachten ist, da wir fir log(3-17) die
engeren Grenzen angeben konnen, die oben gefunden sind,
und nicht die weiteren, die wir erhalten wﬁrg:n, wenn wir
zu den zuletzt gefundenen Grenzen fiir log 17 die von log3
addieren wiirden. So erhalten wir die folgende Liste:

E. Liste der Grenzen fir loga, wo a <100
und Vielfaches von Siebzehn ist.

1,2304 4863 <log 17 <1,2304 4919  (56)
1,5314 7860 <log 34 <1,5314 7921 (61)
1,7075 6996 <log 51 < 1,7075 7036 (40)
1,8325 0857 < log 68 < 1,8325 0923  (66)
1,9294 1861 < log 85 < 1,92941922 (61).

Endlich berechnen wir Grenzen fir log19, indem wir
von dem Tripel 75, 76, 77 ausgehen. Wir erhalten:

0,8682 0,8688 0,8688
11651 <210g76—log75—log 77 <37rs +i7ee v 578
oder:

0,0000 7516 < 2 log 76 — log 75 — log 77 < 0,0000 7522.
Hierzu addieren wir:

1,8750 6113 <log 75 < 1,8750 6139
und:
1,8864 9041 <log 77 < 1,8864 9104,

Schubert, Berechnung der Logarithmen. 4
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So erhalten wir:
3,7616 2670 < 2log 76 < 3,7616 2765
oder: 1,8808 1335 < log 76 < 1,8808 1383.

Da log 76 =log 19 4 log 4 ist, so subtrahieren wir:
0,6020 6004 > log 4 > 0,6020 5994,
wodurch wir erhalten:
1,2787 5331 <log 19 < 1,2787 5389,

also log 19 in zwei Grenzen eingeschlossen, die sich um 58:108
unterscheiden.

Bei der Liste der Logarithmen der Vielfachen von 19
haben wir zu beachten, da8 log76 den oben gefundenen
engeren Grenzunterschied 48:108 = (58 — 10):10% und nicht
etwa (68 4 10): 108 hat, und daB log 38 den Grenzunterschied
(48 4 5):108=53:108 usw. hat.

F. Liste der Grenzen fir loga, wo a <100
und Vielfaches von Neunzehn ist.
1,2787 5331 <log19 <1,27875389 (58)
1,5797 8333 < log 38 < 1,5797 8386  (53)
1,7558 7448 < log 57 < 1,7558 7522  (74)
1,8808 1335 <log 76 < 1,8808 1383 (48)
1,9777 2329 <log 95 <1,97772392 (63).

§ 8. Grenzunterschiede der Logarithmen der iibrigen

zweiziffrigen Zahlen.

In § 6 und § 7 sind die Logarithmen aller zweiziffrigen

Zahlen, die keine anderen Primfaktoren als:

2, 3,5, 17, 11, 13, 17, 19'
enthalten, in Grenzen eingeschlossen. Der grofte Unter-
schied dieser Grenzen betriigt, wie die Listen 4, B, C, D, E, F
zeigen: 81:108, und zwar trat dieser grofite Grenzunterschied
bei log 78 ein. Was nun die Logarithmen der noch fehlen-
den zweiziffrigen Primzahlen anbetrifft, also der Primzahlen

23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, 83, 89, 97,
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so hat man, behufs Berechnung ihrer Logarithmen, nicht
mehr notig, Vielfache von ihnen als Mittelzahlen von
Tripeln zu wihlen, sondern man kann einfacher die Prim-
zahlen selbst nehmen, ohne befiirchten zu miissen, daf der
Grenzunterschied ihrer Logarithmen gar zu grofi, also
etwa mehr als ein Milliontel, werde. Um dieses einzusehen,
beachten wir, da ein solcher Grenzunterschied nach unserer
Tripelformel (§ 4 und § 6) die Hiilfte der Summe zweier
Grenzunterschiede g, und %, ist, wo:

70,8688 0,8688
z_[2552—1 (2z’—1)~7-(x”—1)]
0,8682  0,0006 0,8688

Tw—1 2 —1T @ —1)-7-(@ —1)
ist, und wo A, die Summe der Grenzunterschiede von
log (x — 1) und log (x+1)

ist. Da der obige Ausdruck fiir g, bei wachsendem 2 immer
kleiner wird, so haben wir bei der beabsichtigten Priifung
gar nicht nétig, fiir jede der oben angegebenen Primzahlen
das zugehdrige g, zu berechnen. So ist z. B.: .

. 953 <G515
und da sich aus § 7

gs1 = 0,0001 6706 — 0,0001 6692 — 14 : 108

ergibt, so muB auch g;; <14:108 sein.
Nur fir =28, 29, 31 rechnen wir g, nach der obigen
Formel wirklich aus, und erhalten:

" gas = 0,0008 2218 — 0,0008 2138 — 0,0000 0080,

720 = 0,0005 1689 — 0,0005 1647 — 0,0000 0042,
s, = 0,0004 5231 — 0,0004 5195 = 0,0000 0036.

Ferner entnehmen wir aus § 7:

g, = 0,0001 8098 — 0,0001 8083 — 0,0000 0015,
g5, = 0,0001 6706 — 0,0001 6692 = 0,00000014,
Jes = 0,0001 0283 — 0,0001 0275 = 0,0000 0008,
75 = 0,0000 7522 — 0,0000 7516 = 0,0000 0006,

. 4*
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Folglich erhalten wir in Einhundertmillionteln:

925 =80
goo =42
g1 =36
g <36
94 <36
913 <36

94 <36 | g5 <8
gss <14 | g9 <6
Js0 <14 | ggs <6
ge1 <14 | g3 <6
9e1 <8 | 907 <86.
91 <8

Aus den Listen 4 bis F erhalten wir fiir die Summe
der Grenzunterschiede von log (z — 1) und log (z + 1), gleich-
falls in Hundertmillionteln zuniichst:

s = Db+ 31 =86,
hyy=23+16=39, -
hyy — 16 +25 =41,
hyy — 42 + 53 =95,
‘hyy =104 34 =44,
hys =34 460 =94.

Da nun der Grenzunterschied fir log z

<$@:+hs)

ist, so ergibt sich als Grenzunterschied:
bei log 23 weniger als } (80 + 86), also < 83,

bei log 29 ,,

bei log 31
bei log 37 ,,
" bei log 41,
bei log 43 9

» +(42439), also <41,
» (364 41), also < 39,
» ¥(36495), also < 66,
» +(36 4 44), also < 40,
» +(36+94), also < 65.

Da nun log 2, log 3, log 4 bezw. die Grenzunterschiede
bezw. 5, 16, 10 haben (Liste 4 in § 6), so erhilt man weiter
fiir die zusammengesetzten Zahlen:

46, 69, 92; 58, 87; 62, 93; 74; 82; 86
als Grenzunterschiede ihrer nach der Tripelmethode berech-

neten Logarithmen:

bei log 46 weniger als 83 + 5, also < 88,

bei log 69 ,,
bei log 92 ,,

» 83416, also <99,
, 83110, also < 93,
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bei log 58 weniger als 41+ 5, also < 46, '

bei log 87 »
bei log 62 ,, »
bei log 93 ,, »
beilog 74 »
bei log 82 ,, ”
bei log 86 9

41 416, also < 57,
39+ 5, also < 44,
39416, also < 55,
66+ 5, also < 71,
40+ 5, also < 45,
654 b, also < 70.

Hierdurch konnen wir nun die oben begonnene Liste
fir die Summe der Grenzunterschiede von log (z — 1) und

log (x+ 1) zu Ende fiihren.
hy =88+36=124
hys = 70 + 53 =123
heg =46 +21 — 67
hg; =21+44= 65
hgy = 71+ 66 = 137

Wir erhalten:

hyg =474+ 71=118,

hy=81415= 96,

hgg —=45+4+39= 84,
s =65-+32= 97,

hy; =41+4+31= 172

Hiernach ergibt sich die Fortsetzung der oben be-
gonnenen Liste der Grenzunterschiede, nimlich:

bei log 47 weniger als
bei log 53 ,, »
" bei log 59, »
bei log 61 » »
bei log 67 » »
bei log 71, »
bei log 713 ,, »
bei log 79 »
bei log 83 ,, »
bei log 89 2 ’
bei log 97 ,, »

Hiernach sind nun durch

1 (36 + 124), also < 80,
$ (14 +123), also < 69,
3+ (14+ 67), also < 41,
+ (144 65), also < 40,
4+ ( 8+137), also < 73,
1 ( 84 60), also < 34,
1 ( 84 118), also < 63,
3+ ( 6+ 96), also <51,
+( 64 84), also < 45,
3 ( 6+ 97), also <52,
3+ ( 6+ 72), also < 39.

die Listen 4 bis F in § 6 und

§ 7 und durch die hier berechneten Grenzunterschiede fiir
alle Zahlen < 100 die Grenzunterschiede ihrer Logarithmen
festgestellt, mit einziger Ausnahme der Zahl 94 = 47 mal 2.
Da bei log 47 der GrenzZunterschied 80 ist, bei log 2 aber 5
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igt, so erhalten wir fiir log 94 keinen gréBeren Grenzunter-
schied als 85.

Als Hauptresultat dieses Paragraphen sprechen wir
also aus:

Das Tripelverfahren fiihrt auf die Logarithmen
aller Zahlen, die kleiner als Hundert sind, und zwar
1i8t es fiir den Logarithmus jeder solchen Zahl z
zwei Dezimalbriiche finden, von denen der eine
kleiner als logx, der andere groBer als logz ist,
und es ergibt sich, daB der Unterschied der beiden

Dezimalbriiche <100 d. h. kleiner als ein Milliontel

108’
bleibt.
Da log (@-b)=1loga+logh
ist, so fiigen wir hinzu:
Wenn man eine Zahl mit einer zweiziffrigen
Zahl multipliziert, so wird der Grenzunterschied

ihres Logarithmus um weniger als ein Milliontel
erhoht.

Da die nach dem Tripelverfahren gefundenen Logarithmen
der einziffrigen Zahlen, wie Liste A zeigt, keinen grofSeren

Grenzunterschied zeigen, als 32:108 <1@ 108, also einen

Grenzunterschied _haben, der kleiner als ein Drittel Milliontel
ist, so konnen wir auch folgendes aussprechen:

Wenn man eine Zahl mit einer einziffrigen Zahl
multipliziert, so wird der Grenzunterschied ihres
Logarithmus um weniger als ein Drittel eines Mil-
liontel erhoht.

§ 9. Logarithmen von Zahlen mit mehr als zwei Ziffern.

In §6, § 7 und § 8 ist die Berechnung der Loga-
rithmen aller hochstens zweiziffrigen Zahlen dadurch ge-
schehen, daB8 fiir jeden Logarithmus zwei achtstellige Dezi-
malbriiche berechnet sind, von denen der eine grofer, der
andere kleiner als der gesuchte Logarithmus ist. Es gelang
dies durch das auf der Formel (7) des § 4 beruhende Tripel-
verfahren. Es liBt sich nun zeigen, dieses Verfahren
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sich auch bei Zahlen mit mehr als zwei Ziffern an-
wenden laBt.

. Was zuniichst die dreiziffrigen zusammengesetzten
Zahlen anbetrifft, so beachte man, daB jede dreiziffrige zu-
sammengesetzte Zahl entweder durch Multiplikation einer
einziffrigen mit einer zweiziffrigen Zahl oder durch Multipli-
kation zweier zweiziffrigen Zahlen, oder durch Multiplikation
einer einziffrigen mit einer dreiziffrigen Zahl entstanden ge-
dacht werden kann. Nach den am SchluB von § 8 auf-
gestellten Sitzen muB daher der Grenzunterschied des Lo-
garithmus einer dreiziffrigen zusammengesetzten Zahl bei
Anwendung des Tripelverfahrens kleiner als

14144 oder 2%

eines Milliontel werden. Und, was den Logarithmus einer
dreiziffrigen Primzahl = angeht, so findet man fiir ihn nach
dem Tripelverfahren zwei Grenzen, deren Unterschied sich
aus zweierlei zusammensetzt, erstens dem halben Unter-
schied von

0,8688 0,8688 g 08682
2 —1 TP —1). 1@ —1) " Zwx—_1

und zweitens dem arithmetischen Mittel der Grenz-
unterschiede von

log(x—1) und log(z+1).

Da nun schon fir die erste dreiziffrige Primzahl 101
die Halfte des erstgenannten Unterschiedes kleiner wird als
das Einundeinhalbfache von einem Hundertmilliontel,*) so
ist bei der Aufsuchung des Logarithmus einer dreiziffrigen
Primzahl nur das arithmetische Mittel der Logarithmen von
z—1 und z-+1 wesentlich*) Da aber diese beiden der
Zahl x benachbarten Zahlen zusammengesetzt sind, so
miissen die Grenzen auch von dreiziffrigen Primzahlen
kleiner als 2} eines Milliontel werden.

Was die vierziffrigen zusammengesetzten Zahlen an-
geht, so konnen sie durch Multiplikation von einziffrigen
mit vierziffrigen oder von zweiziffrigen mit dreiziffrigen

*) Fiir jede Primzahl, die groBer als 173 ist, betrigt der erst-
genannte Grenzunterschied schon weniger als ein Hundert-
milliontel.
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Zahlen entstehen. Demnach muB der nach dem Tripelver-
fahren gefundene Logarithmus einer vierziffrigen zusammen-
gesetzten Zahl in zwei Grenzen eingeschlossen werden kénnen,
deren Unterschied kleiner als

23 +1+44% oder 3%
eines Milliontel wird. Und, da nach der Tripelformel jede
der beiden Grenzen des Logarithmus einer vierziffri
Primzahl z das arithmetische Mittel der entsprechenden
Grenzen von log(z—1) und log(z- 1) ist, so muB auch
der Grenzunterschied des Logarithmus einer vierziffrigen
Primzahl kleiner als 3% eines Milliontel werden.

In derselben Weise erkennt man fiir jede fiinfziffrige
Zahl, daB ihr nach dem Tripelverfahren gefundener Loga-
rithmus Grenzen zeigt, deren Unterschied kleiner als

334+ 144 oder fiinf
Milliontel wird. Bei einer sechsziffrigen Zahl ergibt sich
in derselben Weise 61 eines Milliontels als hochster Grenz-
unterschied ihres Logarithmus, bei einer siebenziffrigen
Zahl 7% eines Milliontels, bei einer achtziffrigen Zahl das
Neunfache eines Milliontels.

Nun hat es aber keinen Sinn mehr, den Logarithmus
einer achtziffrigen Zahl b zu berechnen, wenn die gesuchte
Mantisse nur fiinfstellig werden soll, weil dann die Mantisse
des Logarithmus von b schon auf sechs Stellen mit der,
Mantisse des Logarithmus derjenigen Zahl a iibereinstimmt,
die man erhilt, wenn man die letzten beiden Ziffern von a
einfach fortliBt, falls sie eine Zahl bilden, die kleiner
als fiinfzig ist, oder, falls sie eine Zahl bilden, die gréfer
als fiinfzig ist, die beiden letzten Stellen zwar auch fort-
1dBt, aber die sechste Ziffer um 1 erhdht. Es geht dies
aus der folgenden Uberlegung hervor.

In § 3 ist bewiesen, daB

1 c
log 1+ ) <5
ist, und da c<% ist. Bezeichnet man daher das f-fache
der Zahl w mit 2, so ergibt sich:

log(l-{-g) <%.£ .
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Nimmt man nun an, daB f eine einziffrige Zahl ist, und
ersetzt 2 durch 10a, so erhdlt man:

log(l-{———-f—)<1 A

10a) 2 10a
oder: W0atf 1 f
a
18 704~ <2 104’
oder, da f einziffrig sein sollte, erst recht:

11
log(10a+f)—log(10a)<~2—-z.

Wenn nun a m — 1 Ziffern, also b= 10a }f m Ziffern
1

. . 1
hat, so ist a grofer als 10™—2, also E<W’ und

deshalb miissen die ersten m — 2 Dezimalstellen der Man-
tissen von log(10a) und von log(10a+f) oder, was das-
selbe ist, von loga und von log(10a+f)=1logd iiberein-
stimmen, ein Resultat, aus dem fiir m=8 die Richtigkeit

der obigen Bemerkung hervorgeht.

Wir kénnen daher das folgende Resultat unserer Unter-
suchung aussprechen:

Das Tripelverfahren reicht aus, um fir den
Logarithmus jeder beliebigen Zahl eine obere und
eine untere Grenze zu finden, so da der Unterschied
dieser Grenzen hochstens 7§ eines Milliontel werden
kann. '

§ 10. Das Interpolationsverfahren.

Wenn die Logarithmen der vierziffrigen Zahlen be-
rechnet vorliegen, d. h., nach den vorangehenden Paragraphen,
fir jeden Logarithmus eine obere und eine untere Grenze
gefunden ist, so daB diese Grenzen moglichst wenig von-
einander abweichen, so koénnen i. a. die Logarithmen der
funfziffrigen Zahlen aus den Logarithmen der vierziffrigen
Zahlen bequemer berechnet werden, als es durch das Tripel-
verfahren geschieht, und zwar dadurch, da man log(z-+-f)
aus logz und log (24 10) und der einziffrigen Zahl f durch
die folgende SchluBweise berechnet: Wenn # um zehn wichst,
wichst logz um:

log (¢ + 10) — log 2.
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Folglich muf log¢ nur um

—lf—o [log (¢ + 10) —log 2]

wachsen, wenn 2z statt um zehn nur um f wichst.

In einem Buche, wie dem vorliegenden, das eine elementare
Berechnung der Logarithmen lehrt, muB die Berechtigung
dieser SchluBweise kritisch beleuchtet werden. Es kann dies
auf folgende Weise geschehen.

Die Formel (9) des § 3 lautet:

' e
@ T <l°g(1+ )
Setzt man nun f.% =2, so erhilt man:
cf
@ o <iog(1+L) <=L

Hierbei hat man sich f als kleine Zahl, etwa einziffrig,
£ als grofle Zahl, etwa vier- oder fiinfziffrig vorzustellen, Be-
zeichnet nun g eine zweite kleine Zahl, so muf auch die
Ungleichung richtig sein, die aus (3) hervorgeht, wenn man
g statt [ schreibt und die Ungleichung umkehrt, also:

c-g9 ) c-9

) 7>'°g(1+;)>?+7
Dividiert man nun (2) durch (3), so erhilt man:
@ f 2z log(e+f)—logs [ 2+g
oder: z+f g Tlog(e+g9)—logz ~z g
%) Cf._ s _logetf)—logs [ e+g

g #+f 10g(5+y)—10gz g =
Nun kann man durch 1 — I und £+g durch
z+f

+f
1 +; ersetzen. Dann erhilt man, nach Multiplikation mit

dem Nenner log (¢2+g) —loge:

! [1 Z+f [log (z+9) —logz] <log(z+f) — logs

(6)
<§- [1+%] [log (¢ +9) — log2].
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:Addiert man beiderseits log# und ersetzt g durch die Zahl

10, so erhilt man:
log z 4+ 1f—0 [log (¢ + 10y — log 7]

r._f [log (¢4 10) — log 7] <log (¢4 f) <logz

+ % [log (2+10) — log 2] + g [log (#+10) — log 2].

‘Wenn man also:

log (¢+1) gleich logz—l—%[log(z—f— 10) — log 2]

setzt, wie es bei dem Interpolationsverfahren geschieht, so
begeht man einen Fehler, Um die GroBe dieses Fehlers
schiitzen zu konnen, vereinfachen wir noch die Ungleichung (7),
indem wir links vom ersten Kleinerzeichen Kleineres, rechts
vom zweiten Kleinerzeichen Gro8eres setzen, benutzend, dafl
0 <f <10 ist. Dann entsteht:

logz+ i% [log (¢ + 10) — log 2]
1
® — 70 [log (2 4-10) —log 2] < log (2+f) < log 2

+ lf—O [log (¢ 4+ 10) — log ] +1.%_0 [log (¢ + 10) —log¢] .

Da auf der linken Seite des ersten Ungleichheits-
zeichens das Negative von

19 ftog (¢ + 10) —log 4]

steht, rechts das Positive derselben GroSe steht, so ist der
beim Interpolationsverfahren begangene Fehler sicher kleiner
als das Doppelte dieser GroSe, also kleiner als:

270 [log (¢ +10) —log2].
Nun ist aber nach § 3: -
1 10

log (¢ + 10) —log 2z = log (1 -{—lio) <g° —
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Also ist der bei der Interpolation begangene Fehler kleiner als:

20110 ;100
g 2 =z

Wenn nun z m Ziffern besitzt, also gleich oder grofer
als 10m—1 ist, so ist der bei der Interpolation begangene
Fehler kleiner als:

100 1
10em—2 oder 108m—4 °

Fir m=4, also 2m —4 auch gleich 4, erhilt man
z. B.,, daB, wenn die Logarithmen aller vierstelligen Zahlen
auf vier Dezimalstellen berechnet vorliegen, die Interpolation
auch die Logarithmen aller fiinfstelligen Zahlen auf vier
Dezimalstellen mit Sicherheit ergeben mu. Fiir m =5, also
2m — 4 =6, aber erhilt man, da8, wenn die Logarithmen
aller fiinfstelligen Zahlen auf sechs Dezimalstellen berechnet
vorliegen, man durch Interpolation auch die Logarithmen
aller sechsstelligen Zahlen auf sechs Dezimalstellen erhalten
mufl. Die meisten jetzt iiblichen Tafeln enthalten die
Logarithmen aller vierziffrigen Zahlen auf fiinf Dezimalstellen
und sollen durch Interpolation auch die Logarithmen aller
fiinfstelligen Zahlen auf fiinf Dezimalstellen ergeben. Nach
dem Obigen kann man sich dabei sicher auf die vierte
Dezimalstelle verlassen. Damit auch die fiinfte Dezimal-
stelle aus einer solchen Tafel erhalten werden kann, sind
gewohnlich die fiinf- oder sechsstelligen Logarithmen der
kleinsten fiinfstelligen Zahlen hinzugefiigt, und zwar nur der
kleinsten, da, wie auch aus dem Obigen hervorgeht, der bei
der Interpolation entstehende Fehler bei den kleinsten Zahlen
am grofiten wird, bei den groBeren Zahlen aber so klein
wird, da er die fiinfte Dezimalstelle nicht mehr beein-

- flussen kann.

§ 11. Die Elimination der Konstanten d.

Durch die Tripelformel (§ 4) werden die Logarithmen
dreier aufeinanderfolgender Zahlen x — 1, z, z+1 und die
Konstante d miteinander verbunden. Wenn man die Tripel-
formel weiter auf das folgende Tripel z, 2+ 1, 2+ 2 an-
wendet, erhilt man eine zweite Ungleichung, und es liegt
dann nahe, die Konstante d zu eliminieren. Dadurch muB
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man eine von dieser Konstanten d freie Ungleichung zwischen
den Logarithmen von vier aufeinanderfolgenden Zahlen z — 1,
z, +1, z+ 2 erhalten. Nach der Tripelformel besteht die
folgende Ungleichung:

(1)2x—2d_—1<210gx—10g(w— 1)—log(z+1) <
d
+(2a:ﬂ*—1).7-(aﬂ—1)'_

Wir ersetzen z durch x4 1, und erhalten dadurch die
folgende Ungleichung zwischen d, z, 2+ 1, 2+ 2:

d

2x2—1

< d d
oder: 2224+ 4241 +(2x’+4x—|—.1) -7 (224 22)
d

) Cy Iy <—logz+2log(zx+1)—log(x+2)
d-(Tz+ 14z +1)

oder: @@ Tast 1. @ +22)
@ 1< [—logz+2log(z +1)—log (z +2)] Rz + 4z +1)
d
To?+ 14241
122+ 14x

Ersetzen wir nun in (4) # durch x4 1, und schreiben
die entstandene Ungleichung umgekehrt, so erhalten wir:
5) Tx2 428z 422

12?428z + 21
> [—log (z + 1)4-2log (z+2)—log (z+3)] (222 + 8z +7) S1.
a

Dividiert man nun (4) durch (5), so erhilt man:

(6)7x2+28x+ 21 | —logz+2log(z+ 1) — log(z+ 2)
T2? 4282 +22 ~ —log(z+ 1)+ 2log ( + 2) — log (x + 3)

2x24+-4z+1 Tx?2414x+1

2 8z +1 > Tat4 14z

oder:
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M1— 1 < —logz+ 2log (x+ 1) — log (z +2)
Tx2+28422 ~—Ilog(x + 1)+2log (x+2)—log (z+3)
2224+ 4x+1 1 .
'2x2+8x+>7<1+7x2+14x

Man konnte nun vermége dieser Ungleichung (7) log (x4 2)
in zwei Grenzen Grenzen einschlieen, welche, aufler logz,
log (z+ 1), log(x+ 3) nur noch 2 enthalten, und von denen
die eine kleiner als log (z + 2), die andere grofer als log (z +2)
ist. Man hiitte dann auch, wenn z 4 2 eine Primzahl p wiire,
log p in zwei Grenzen eingeschlossen, welche nur p, log (p+1),
log(»p — 1), log(p —2) enthielten. Da bei einer plan-
miBigen (vgl. § 2) Berechnung der Logarithmen log (p — 1)
und log (p — 2) berechnet vorliegen miissen, wenn der Loga-
rithmus der Primzahl p gesucht wird, und da log(p + 1) als
Logarithmus einer geraden Zahl gleichfalls als bekannt an-
zusehen  ist, wenn logp gesucht wird, so konnte die Un-
gleichung (7) zur Grundlage einer Berechnung von Logarith-
men dienen. Doch verzichten wir darauf, diesen Weg weiter
zu verfolgen, weil im dritten Abschnitt ein noch viel be-
quemerer Weg gelehrt wird, um den Logarithmus jeder Prim-
zahl p in zwei Grenzen einzuschlieBen, von denen jede allein
von den Logarithmen von Primzahlen abhéngt, die kleiner
als p sind, ein Weg, der gleichfalls die GroBe der Kon-
stante d gar nicht benutat.

Doch wollen wir den Umstand benutzen, daB in der
Ungleichung (7) die untere Grenze bei nicht gar zu kleinem
x ganz wenig kleiner als eins, wihrend die obere Grenze
g(;mz wenig grofler als eins ist, und deshalb den in solche

renzen eingeschlossenen Ausdruck gleich eins setzen.
Dann erhalten wir, dhnlich wie in § 5, wo auch mit nahezu
richtigen Gleichungen gerechnet ist, eine nahezu richtige
Gleichung aus (7), nidmlich:
8) —logz+{2log(w+1)—log(x4+2) 222482417
( —log(z+1)+2log(z+2) —log(z+3) 222+4x+1.
Durch Fortschaffung der Briiche erhélt man hieraus die
nahezu richtige Gleichung:
9) —QRz?+42+1)-logz+ (6224 162+ 9)-log(x+ 1)
— (6224202 + 15) -log (z+2)+ (222 82+ T)log (x+ 3) = 0.
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Dieser Gleichung geben wir eine mehr symmetrische
Gestalt, wenn wir die ganzen Funktionen von z, mit denen
die vier Logarithmen der vier Zahlen z, 2+ 1, 42, 2+ 3
multipliziert erscheinen, durch die beiden mittleren dieser
vier Zahlen, also durch z-+1 und x4 2 ausdriicken. So
erscheint aus (9) die nahezu richtige Gleichung:

(10) —[2(z+1)(@+2) — (z+ 1) — (@ + 2)]logz
+[6@+1)(=+2)—(z+1) — (z+2)]log (z+ 1)
—[6@+1)@+2)+ (@+1) + (4 2)]log (z+2)
+[2@+1)(=+2) + (@+1) + (&+2)]log (x+ 3)=0.

Wenn man in (9) # durch 2+ 1 ersetzt, so erhilt man
eine zweite Gleichung zwischen log (z+ 1), log (-} 2), log (z+ 3),
log(x+4). Wenn man aus (9) und der so erhaltenen
Gleichung die GroBe 2 eliminiert, so erhilt man eine
Gleichung zwischen

logz, log(z+1), log(x+2), log(z+3), log(z+4)
dergestalt, da8 die en Funktionen, mit denen diese fiinf
Logarithmen multipliziert erscheinen, ersten Grades sind.
Da fiinf Zahlen eine Mittelzahl haben, so ersetzen wir dann
z durch # — 2 und erhalten auf solche Weise die elegante
und nahezu richtige Gleichung:

(11) (224 1)log(e —2) —2(42+1)log(¢ — 1)+ 122log &
—2(42—1)log(e+1)+ (22 —1)log(e+2)=0.
Es ist naheliegend, auf dem soeben beschrittenen Wege
fortzufahren, indem man in (11) # durch 241 ersetzt, um-
aus der so gewonnenen Gleichung und aus (11) nun auch

noch ¢ zu eliminieren, und so eine Gleichung zwischen den
Logarithmen der finf aufeinanderfolgenden Zahlen:

2—2,86—1,2,2+1,2+2, 2+3
zu erhalten. Diese lautet:
12) log(# — 2) — 5log(¢— 1)+ 10logz — 10log (¢4 1)
+ Blog(#+2) —log(¢+3) = 0.

Hier erscheinen endlich die Zahlen, mit denen die sechs
Logarithmen multipliziert werden, ganz unabhingig von
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#, es sind der Reihe nach die Zahlen:
1, 5, 10, 10, 5, 1.

Wir figen noch ein Beispiel hinzu, indem wir in (12)
£=22 setzen. Dann erhalten wir:

log 20 — 5log 21+ 101log 22 —101log 23+ 5 log 24 —log 25 = 0.

Diese Gleichung kann sehr wohl benutzt werden, um
log 23 zu berechnen, wenn log 20, log 21, log 22, log 24, log 25,
d. h. wenn log 2, log3, log 7 und log 11 berechnet vorliegen.
Man erhilt: -

log 23 =log 22 + % [log 24 —log 21]

1
—10 [log 25 — log 20]

Wir entnehmen die fiinf Logarithmen, durch die wir
log 23 ausgedriickt haben, den in § 6 und § 7 aufgestellten
Listen, indem wir auf fiinf Stellen abrunden. So kommt:

log 22 = 1,34242; log 24 =1,38021; log 21 =1,32222;
log 256 =1,39794; log 20 =1,30103.
Durch Einsetzen erhalten wir:
log 23 =1,34242 + 0,02900 — 0,00969 =1,36173.

Hier sind alle fiinf Dezimalstellen richtig.

Wenn man in (9) die ersten Potenzen von x gegeniiber
den Quadraten vernachlissigt, was um so eher gestattet ist,
je groBer z ist, so erhilt man, nachdem man durch z? divi-
diert hat:

‘ —2logz+6log(z+ 1) — 6log (x+2)+2log(z+3)=0
oder:
(13) —logz+3log(z+1)—3log(x+2)+log(x+3) =0

Wenn man zweitens in (11) 2241, 4241, 46—1,
22— 1 beziehungsweise durch

22, 42, 42, 22

ersetzt, und dann durch 2# dividiert, erhilt man:
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(14) log(z—2)—4log(s—1)+6logs —4log(z+1)
. +log (s + 2 |
Wir erkennen also, daB die Koeffizienten der Logarith-

men der aufeinanderfolgenden Zahlen in der Tripelformel, in
(13), in (14) und in (12) geschrieben werden konnen:

—1, +2, —1
_‘1) +3) _3; +1
_1; +4r —‘6> +4y —1
—1, +5, —10,+10, —5, +1. *
Man kann so beliebig weitergehen, indem man in (12)

z durch £+ 1 ersetzt und die so erhaltene Gleichung von (12)
subtrahiert. Wenn man z statt z — 2 schreibt, erhélt man:

—logz+ (1 + 5)log (x + 1) — (b + 10) log (z + 2)
+ (10 + 10) log (x + 3) — (10 + 5) log (x + 4)
+ (5 +1)log (+ 5) — log (x4 6) = 0
oder:
(15) — logz -+ 6log(z+ 1)— 15log (x + 2)+ 20 (x +3)
— 151og (z + 4) + 6 log ( + 5) — log (x + 6) = 0.

Jeder Koeffizient einer auf solche Weise entstandenen
Gleichung setzt sich aus zweien von den Koeflizienten der
vorhergehenden Gleichung zusammen. Die Koeffizienten haben
also dasselbe Bildungsgesetz, wie die in § 1 besprochenen
Binomialkoeffizienten. Man kann daher die folgende allge-

meinere Gleichung vermuten:

(16) —logz+n, log(x+1)— nylog(z+2)+ nglog(z+ 3)
—n log(z+4)+... —(—1)*log(x+m)=0,

wo n; den Binominalkoeffizienten bedeutet, der gleich

n!
i (n—1)!

ist. Die Gleichung (16) ist oben keineswegs bewiesen,
da der Ausgangspunkt eine nahezu richtige éleichung war.
Im dritten Abschnitt jedoch wird streng bewiesen, daB die
linke Seite von (16), nimlich:

Schubert, Berechnung der Logarithmen. 5}
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y=—logz+n -log(z+1)—n, - log(z+2)
+oet (— 10—, -log(z+n—1) — (—1)* - log (z+n)
immer positiv bleibt, wie gro8 auch z oder n ge-
wihlt werde, sich aber sowohl bei wachsendem z als
auch bei wachsendem # mehr und mehr der Null
nihert. Dieser in § 12 bewiesene Satz wird nun im dritten
Abschnitt der Ausgangspunkt einer neuen Methode, um
ithmen zn berechnen. Diese Methode ist viel einfacher
als das oben besprochene Tripelverfahren, ist jedoch zur
Gewinnung von Grenzen mit kﬁ)ginem Unterschied praktisch
nur anwendbar, wenn fiir die Logarithmen der kleineren
Primzahlen schon Grenzen berechnet vorliegen,
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Die Methode der Binomialkoeffizienten.

§ 12. Ein Satz iiber die mit Binomialkoeffizienten :
" multiplizierten Logarithmen anfeinanderfolgender '
Zahlen. !
Die Identitit
Lo 1 1 1

@) z z+1 z@+1)

gilt fir alle Werte von 2, also auch, wenn man z+4 1 statt
z schreibt. Dann aber kommt:

@ 1 1 1
z+1 z+2 (x+1)(x+2)
Subtrahlert man (2) von (1), so erhdlt nian:
2 n 1 r+2—=x 2

® —_x+1 x+2=x(x+1)(a:+2)=x(x+1)(x'+2)'
Da auch diese Identitit fiir alle Werte von z gilt, so

ist sie auch richtig, wenn man in ihr 1 statt 2 schreibt.

So kommt:

y - L2 .1 _ 2

“) z4+1 z4+2 243 @+1)E+2)(=+3)

Wenn man nun (4) von (3) subtrahiert, erhilt man:

1 3 3 1 2
Z_x+1+x+2‘"x+3_x(x+1)(x+2)
2 _ 2[(z+3)—2]
@+1)@+2)@+3) z@+1)(@+2)(@+3)
31

T a@+)@+2)@+3)
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So beliebig weitergehend, geln.ngt man zu der Identitit:

1_m "
z z+1 z+4+2 .’1:—{—3

n!
=ac(w+1)(:1r:+2)...(:¢:+n) )

Die mit (5) bezeichnete Identitit ist nun fir jeden
Wert von n bewiesen, wenn man unter der Voraussetzung,
daB sie fiir » richtig ist, ableiten kann, daB sie auch fir
n+1 richtig ist. Diese Ableltung erhdlt man aber, wenn
man von der Identitit (5) diejenige Identitéiit subtrahiert, die
aus ihr hervorgeht, wenn man z -1 statt = setat. In der

ot =D
®) ¥

Tat ist:
1 n, 1.
[5 x+1+x+2 +(_ ) a:+n]
1 " "y "
6 —:[x+1 x+2+$—|—3 +E=1) z+n+1]
©) 1l ldm meim metn
z z+1 ' 242 z+3 """
" ”n—l‘l‘”n ", Ny .
+1) -7:”——(—-1) z+nt1
Nun ist, wie auch in § 1 besprochen ist:
o n! _
T = el T G DI —s—T)!
n!(@+1) nln—i) nwlid+14n—i]

+

T EHDIm—! T G D)Im—9! G+ D)Im—9)
n!(n+1) (1)

“ErDm—9 GrDim—ai Tt Dt

Demnach kann man die rechte Seite von (6) ersetzen durch:
1 (@41, ®+1), @+1)

z z4+1 + z+2 z+3 T
", (”’"*" 1)» 1 (n+ 1)n+l
+(—1) __w+n+1+;( 1)+1'mf"
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Hiermit ist aus der Annahme, dd8 die Identitdt (5) fiir
die Zahl n richtig ist, abgeleitet, daB sie auch fiir die niachst
groflere Zahl n 1 richtig ist, wodurch sie nunmehr fiir jede
beliebige ganze Zahl n bewiesen 1st. Als Beispiel setzen
wir #="17. Dadurch erhalten wir:

17 + 21 3 35 ‘__ 21 7 1
z z+1 z+2 z+3 z+4 x+5Tx+6 z41
7! 5040

Tzt 1)@+ @+3)...c+7) z@+1)@+2)...@+7)

Wir gehen nun erstens davon aus, daB fiir positive 2

z+1 1
z 1 +5 >1
ist, woraus durch Logarithmieren folgt:
—logz+log(x+1)> 0,
und zweitens auch davon, daf .
z+1 1
s 1Tg
kleiner wird, wennz 1 statt 2 gesetzt wird, weil
z+2 1
1 1
kleiner ist als ot i
1
142

oder:
—log (x + 1) +log (z + 2) < — log z + log (x + 1).
‘Wenn wu- also von

yl———logx+log(w+1)
die GroBe —log(z+1) +log (z+2) subtrahieren, so sub-
trahieren wir eine p031t1ve Zahl, die aber kleiner ist als y,.
Also mufl: -

Yy =—logz+2log(x + 1) —log (x4 2) v
noch positiv, aber kleiner als y, sein. Daf auch y, mit
wachsendem z immer kleiner wird, erkennt man aus den
Identitéiten :
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(41)2 1
2@+9 1 Tz@+9
_t2p 1
@+1)@+3) ' (@#+1)@+3)
wonach, weil (z+1)(z+3)> z(x+2) ist,
L. T @+1)2
) z(r+2)
kleiner wird, wenn. z grofer wird, so daB auch der mit y,

bezeichnete® Logarithmus von @ (++ )2) Kleiner werden mu8,

wenn z grofer wird.
Da8 nun auch allgemein:

() yn=—logz+n logl@+1)—1n,-log@+2)+... - -
—(—1)-log(a+n)
kleiner wird, wenn 2 groBer wird, kann mit Benutzung
der oben mit (5) bezeichneten Identitit bewiesen
werden.
In § 3 ist nimlich.am Schluf bew1esen, daB wenn x
um ¢ grofer wird,. oo

lo :cumc£ l
g z

groBer wird, wo unter ¢ eine unendlich kleine Grofe zu ver-
stehen ist, und wo ¢ eine Konstante ist, die nach § 3 zwischen 4
und } liegt. Wenn wir demgemi in (6) # um & wachsen
lassen, so erhalten wir die GroBe, um welche dadurch g, ge-
dndert ist, indem wir in {(6)

log 2 durch — log (x4 1) durch

usw.

+1
srsetzen. SO'erg1bt sich die Verinderung:
1 n my .1 ]
_08[; x+1+x+2 .-T ( 1) x+” 3
wofur nach (5) gesetzt werden kann:
—cen!

zx+1)(z+2)....(x+n) g
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demnach ist die Verinderung von y, bei wachsendem z eine
negative, d. h. y, wird mit wachsendem 'z kleiner. DaB
¢ auch mit wachsendem » immer kleiner wird, geht daraus
hervor, da8 y,1 aus y,. entsteht, wenn man in y, x durch
x+1 ersetzt und die so entstehende Gleichung von der fir
¥, subtrahiert. In der Tat ist:

[—logz+mn, -log(x+1)—mn, -log(@+2)+-...
(= 1y log (z+m)] ~
— [—log(@+1)+m -log (@ +2) —ny - log (x+3) +...
—(—1)log(x+n+1)],
woraus, unter Benutzung des schon oben bei der Ableitung

der Identitit (5) benutzten Satzes iiber die Summe zweier
‘Binomialkoeffizienten, entsteht:

‘ Ynt1=—logz + (n+1), log (x+1) — (w+1); log (-+2) +...
— (= 1)rFllog(z+n+1).

Hiermit ist gezeigt, daB y,.4; aus y, entsteht, indem
man in dem Ausdruck fiir y, z- 1 statt « setzt und den
‘dadurch entstandenen Ausdruck von dem fiir y, subtrahiert.
Da nach dem Obigen hierbei von y, etwas subtrahiert wird,
was kleiner ist als y,, so mu8 y, positiv sein, wenn es
Y» ist, aber doch kleiner werden, als y,. Demnach kdnnen
wir den folgenden Satz aussprechen:

Der Ausdruck:

Yo =—logz+n, -log(x+1)—n, log (@ +2)+...
—(——1)"-10_g(x+n) , :
ist stets positiv, welche positiven Zahlen man auch
fir z und fiir » setzen moge, wird aber sowohl bei

wachsendem 2z als auch bei wachsendem # immer
kleiner.

Da es zweckmiBig ist, diesem Satze, auf dem eine neue,
sehr bequeme Methol§ zur Berechnung von Logarithmen
beruht, einen kurzen Namen zu geben, so méchte ich hier
den Namen ,,Sieglitz-Satz¢ fiir ihn gebrauchen, weil der
‘Verfasser den obigen Beweis dieses Satzes am Sieglitzteich
bei Oberhof gefunden hat. Schon nach § 11 war die Richtig-
keit des Sieglitz-S8atzes zu vermuten, nur konnte § 11 noch
keinen AufschluB dariiber geben, ob iiberhaupt und in welcher
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Weise y, sich bei wachsendem z und bei wachsendem n der
Null nihert. Der Sieglitz-Sats gilt offenbar picht allein fir
die Funktion log z, sondern auch fiir allgemeinere Funktionen.
Doch gehort eine Untersuchung dariiber, welche Eigenschaften
eine Funktion haben muB, damit fiir sie der verallgemeinert
gedachte Sieglitz-Satz besteht, nicht in dieses Buch, sondern
in eine wissenschaftliche Zeitschrift. Obwohl mir Kenner
der einschligigen Literatur versichern, da8 der Sieglitz-Satz
neun sei, so bezweifle ich dies dennoch. FEr ist gar zu ein-
fach und zu elementar, um neu sein‘'zu kénnen. Ob er schon
frilher angewandt ist, um Ioinrlthmen zu berechnen, weil
ich auch nicht.. Wenn er jedoch schon frither zur Berechnung
von Loganthmen gedient hat, so ist die auf ihm beruhende
Methode sicher in Vergessenhelt geraten und verdient wohl,
von neuem an das Tageslicht gezogen zu werden. Der oblge
Beweis des Sieglitz-Satzes maohtogavon Gebrauch, da8 log z

c-e . . .
um wiichst, wenn 2 um ¢ wiichst, wo ¢ unendlich klein

ist. Wenn man ein solches Hineinzichen einer unendlich

kleinen Grofe, als nicht elementar genug, vermeiden will,

so kann man ihn auch noch elementarer beweisen, indem

man, mit Anwendung des binomischen Lehrsatzes, -erkennt,

daB nicht allein (vgl. die Betrachtung am Anfang dleses

Paragraphen): _
(+1)2> 2t (x+2)1,

e+ 1%+ 3)> 2t (4 2)%,

sondern auch:

und weiter: i
@+ 1) @+ 3)t > 2t (B4 2)8 (m + 4)1;
(@+1)5(z+3) (@ +5)> 2! (+ 2)° (v + 4)°
usw. ist, und indem man darauf jede dieser Ungleichungen

logarithmiert. In der Tat erhilt man dann aus der letzten
dieser Ungleichungen:

Ys ——-logx+5log(:c+ 1) —10log (z + 2) 4+ 10 log (z + 3)
— 5log (x + 4) 4 log (x + 5) > 0.

Und da y, auch aus y, entstebt, indem man g, um den
Ausgdruck vermindert, der entsteht, wenn man in y, z durch
z+41 ersetzt; so kann man daraus, daB y; sich als positiv
-ergeben hat, schliefen, da y, mit wachsendem « kleiner wird.
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Um einen derartigen elementareren Beweis des Sieglitz-Satzes
zu erhalten, braucht man also nur durch binomische Ent-
wicklung nachzuweisen, dafl: -
@4+1m(z+3)ms....(x+n—1)"s—1
>ate(z42)m. (z + 4. (- n)m.,
falls n gerade ist, und daB:
@+ 1me(@43)e...(x+n)"
Sal-(x42)-(@+4...(x+n—1)s-1,

falls n ungerade ist.

Dies ist jedoch fiir grofere m sehr miithsam, selbst,
wenn man sich diese binomischen Entwicklungen mdglichst

vereinfacht, wie es z. B. geschieht, wenn man (x+z)2=z.
setzt, und daraus schliefit, daf:

z(@42)=8—1,
(@+1)(@+3)=25—1,
@+2)(x+4)=2—1,
@+3)(x+D5)=8—1,"

gesetzt werden kann, so daB, um zu beweisen, daB:
@+ 1P (x4 3)> 1 (z+2)°
ist, nur bewiesen zu werden braucht, daf:
23 —1)>(—1)-5
ist, oder, was dasselbe ist, daB:

(=) (-2)
ist. ‘92 51

" Dann kommt der Beweis von:
(+1)4 @+ 3)> zt(z+ 2)¢ (x+ 4)
darauf hinaus, zu beweisen, daf:

2> (22

Ferner kommt der Beweis von:

@+ 1)5 (@ + 8)10 (@ + 5) > @ (& + 2)19 (z + 4)5
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darauf hinaus, zu beweisen, daB:

N e e )

sein muB usw. Aber auch die Einfiihrung der Abkiirzung
@+i)=2

macht den elementareren Beweis des Sieglitz-Satzes fiir groer
werdende # mithsam und kann niemals zu einem Beweise fiir
ein allgemein gedachtes » filhren, wie es der obige auf die
Identitit (5) gegriindete Beweis tut. Doch bemerke ich, da8
die auf dem Sieglitz-Satz beruhende Methode, Logarithmen
zu berechnen, diesen Satz meist nur fir kleine », hochstens
fir n=9, 10 oder 11 braucht, aber nie fiir ein ganz allgemein
gehaltenes n, 8o daB es im Notfall ausreicht, wenn man ihn
nur fiir kleine # durch binomische Entwwklung beweist. Fir
n=06 wird man beispielsweise die sieben aufeinanderfolgenden
Zahlen, deren Logarithmen durch-den Sieglitz-Satz miteinander

verbunden werden, mit:
u—3,u—2,u—1, u,u+1 “+2,4+4+3
bezeichnen, so da8 zu beweisen wire:
¥s = — log (4—3) + 6 log (w — 2) — 15 log (v — 1) 20 logu
— 15log (% + 1) + 6 log (44 2) — log (v + 3) > 0.
Man hitte also dann nur nétig, durch binomische Ent-
wicklung nachzuweisen, daf:

. %20 (uz — 4)6> (u?— 1)15 (w2 —9)
ist. o

§13. Die Auffindung zweier Grenzen fiir einen gesuchten
Logarithmus bei Anwendung der Sieglitz-Methode.

Der in § 12 bewiesene und als Sieglitz-Satz bezeichnete
Satz sagt aus, daB ein von der ganzen Zahl n abhingiger
und die Logarithmen aufeinanderfolgender ganzer Zahlen
z, z+1, x+2, ... enthaltender Ausdruck immer positiv
bleibt, sich aber ‘mit wachsendem # und mit wachsendem %
der Null ndhert. Da in diesem Ausdruck die Vorzeichen
abwechseln, so muB er auch zu einer oberen und einer un-
teren Grenze eines als noch unbekannt gedachten Logarithmus
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filhren. Zu diesem Zwecke mufl man ihn zweimal anwenden,
und zwar am besten auf zwei aufeinanderfolgende
Zahlen n. Die auf der Anwendung des Sieglitz-Satzes be-
ruhende Methode, Logarithmen zu berechnen, wollen wir als
Sieglitz-Methode bezeichnen. Bei einer planmiBigen (§ 2)
Berechnung der Logarithmen sind fir die Berechnung von
log z, wo # Primzahl ist, als bekannt anzusehen: erstens die
Logarithmen aller Zahlen, die <2 sind, zweitens auch die
Logarithmen aller derjenigen x ubertreﬂ'enden, zusammen-
gesetzten Zahlen, die lediglich Primfaktoren enthalten, die
<z sind. Beispielsweise kann bei der Berechnung von
log23 der Logarithmus jeder Zahl als bekannt angesehen
werden, die <23 ist, sowie auch die Logarithmen aller der-
jenigen zusammengesetzten unter den Zahlen, die > 23 sind,
die nur Primfaktoren haben, die <23 sind. Da der Sleghtz-
Satz von den Logarithmen aufeinanderfolgender ganzer
Zahlen handelt, so ist fiir uns nur wichtig, da bei der Be-
rechnung von log 23 als bekannt angesehen werden kdonnen:
log 24, log 25, log 26, log 27, log 28.

Um bei Anwendung der Sieglitz-Methode die als be-
kannt anzusehenden einzelnen Grenzunterschiede der Loga-
rithmen nicht zu vergré8ern, mu8 man es so einrichten,
daB der unbekannte und zu suchende Logarithmus einen
Binomialkoeffizienten erhdlt, der nicht kleiner ist, als jeder
andere vorkommende Binomialkoeffizient, und der also bei
geradem %- der mittlere ist, bei ungeradem 7 einer der beiden
mittleren ist. Wir setzen deshalb, bei Anwendung der
Sieglitz-Methode, —18, n= 10, und erhalten:

. —log 18 + 101og 19 — 45 log 20 4- 120 log 21 — 210 log 22
' 4252 log 23 — 210 log 24 + 120 log 25 — 45 log 26 ’
+ 1010g27 —log28>0

oder:
(1) lo 223> 210 (log 24 + log 22)2;2120 (log 25 4 log 21)
..+ (log 28 +log 18)
252 . )

‘Wenn nun fiir jeden der hier vorkommenden Logarithmen
eine obere und eine untere Grenze berechnet vorliegt, so
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hat man bei
log 24, log 22, log 26, log 20, log 28, log 18
die unteren Grenzen, dagegen bei
' log 25, log 21, log 27, log 19 _
die oberen Grenzen einzusetzen, damit man auch sicher sei,
daf die hiernach berechnete Zahl eine untere Grenze von

log23 werde. Um auch eine obere Grenze fiir log23 zu
erhalten, setzen wir =17, n=11. Dadurch erhalten wir:

—log 17 4 11 log 18 — 55 log 19 - 165 log 20 — 330 log 21
+ 462 log 22 — 462 log 23 + 330log 24 — 165 log 25
-+ 55log 26 — 11 log 27 + log 28> 0

oder:
log 23 < log 22
330 (log 24 — log 21) — 165 (log 25 — log 20)+ ...
@ T 162
+ (log 28 — log 17)
462 :

Hier hat man bei:
log 18, log 20, log 22, log 24, log 26, log 28
die oberen Grenzen, dagegen bei
log 17, log 19, log 21, log 25, log 27

die unteren Grenzen einzusetzen, um sicher zu sein, da8 die
rechts herauskommende Zahl eine obere Grenze von log 23
werde.

Rechnet man nun die soeben fiir log 23 angegebenen
oberen und unteren Grenzen aus, indem man die Logarithmen
der Zahlen

17, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28

den in § 6 und § 7 berechneten Listen entnimmt, dabei
aber immer genau nach den soeben angegebenen Vorschriften
die obere beziiglich untere Grenze wihlt, so erhilt man:

1,3617°2730 <log 23 < 1,3617 2845.

* Wenn man in derselben Weise die Logarithmen noch
groBerer Primzahlen in Grenzen einschliefit, so wird der
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Grenzunterschied, der bei log 23 noch 115 : 108 betrug, wegen
des grofier gewordenen « in der Sieglitz-Formel immer kleiner.

Es entsteht die Frage, ob die Sieglitz-Methode auch
ausreicht, um Grenzen fiir die Logarithmen der aufeinander-
folgenden Primzahlen zu finden, falls noch kein Loga-
rithmus berechnet vorliegt. Denn soeben bei der Be-
rechnung von log 23 war vorausgesetzt, da man die Grenzen
fiir die Logarithmen der kleineren Primzahlen schon kennt.
‘Wir hatten ja die nach der Tripel-Methode in § 6 und § 7
berechneten Logarithmen der Primzahlen:

2, 3,5 17,11, 13, 17, 19

benutzt, indem wir die Grenzen den in diesen beiden Para-
graphen berechneten Listen entnahmen. Die Antwort auf
die soeben aufgeworfene Frage ist bejahend. Doch hat
man entweder mithsame Eliminationen vorzunehmen, oder man
muf auf die Kleinheit der Grenzunterschiede, wie sie die
Tripelmethode ergibt, verzichten. Wem es geniigt, zu er-
kennen, dafB
0,300 <log 2 < 0,305 »

ist, den wird die Sieglitz-Methode ohne weiteres befriedigén.
Denn der Sieglitzsatz ergibt fir =3, n=3:

—log3+3 logd—3 log5+log6>0
oder:
—log3+46log2 — 343 log2 +1log2+log3>0
oder:
10log2> 3 oder log 2> 0,300.

Um eine obere Grenze fiir log2 zu erhalten,. setze man
ferner in der Sieglitz-Formel sowohl £ =2, n=4, als auch
=1, n=>5. Dann erhilt man:

—log2+4 log3 —6 log4+4 logh —log6>0
und:
—log1+45 log2 — 10 log 3 4 10 log 4
—5 log5+46 log6>0
oder:
—log2+44 log3 —12 log2 4 — 4 log 2
—log2 —log3>0
und:
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— 045 log2—10 log 3+ 20 log2 — 5+ 5 log2
+log2+1log3> 0,
woraus wir erhalten:
{——1810g2+3log3+4> 0
+31log2—9log3—5>0.
Multipliziert man die erste Ungleichung mit 3, und addiert
dann die zweite Ungleichung, so erhilt man:

—23log2+47> 0 oder log2 <2—7§,
d. h.:
" log 2 < 0,305.
Demnach:
‘ 0,300 <log 2 < 0,305.
Die gefundenen Grenzen unterscheiden sich um 1—05@
oder 1 Dieser Grenzunterschied ist aber gar zu grof,

200

Auch wird der Grenzunterschied, wenn schon erheblich kleiner,
so doch immer noch zu grofi, wenn man etwa die Sieglitz-
Formel auf die Zahlen von 1 bis 10 anwendet, und dann
log 7 eliminiert. Es ist vielmehr ratsam, nach der Tripel-
Methode die Logarithmen der kleineren Primzahlen bis log 19
zu berechnen, von da an aber die Sieglitz-Methode in Kraft
treten zu lassen, um enge Grenzen fiir den Logarithmus
jeder groferen Primzahl zu berechnen. Fiir log 23 ist dies
oben schon geschehen. DafB bei einer planmiBigen Be-
rechnung der Logarithmen die Sieglitz-Methode zu Grenzen
fir die Logarithmen auch aller groBeren Primzahlen fiihren
muB, indem es immer gelingt, bei Anwendung der Sieglitz-
Formel dem gesuchten Logarithmus den mittleren oder einen
der beiden mittleren Koeffizienten zu verschaffen, wird im
niichsten Paragraphen gezeigt werden.

§ 14. Aufﬂndung von Grenzen fiir :die Logarithmen
aller Primzahlen bei planmiiBigem Vorgehen. .
Unter drei aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen,

also etwa m — 2, m, m+2, muf immer eine durch Drei
teilbar sein. Folglich konnen drei aufeinanderfolgende un-
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gerade Zahlen, wie m — 2, m, m+ 2 nicht sidmtlich Prim-
zahlen sein. Wohl aber konnen drei solche Zahlen siimtlich
zusammengesetzt sein, z. B. 91, 93, 95. Das Auftreten von
ungeraden Primzahlen kann daher nur in zweierlei Weise
stattfinden, erstens so, daf p Primzahl ist, wihrend p — 2
und p+ 2 zusammengesetzt sind, welcher Fall z. B. bei
p=237 eintritt, zweitens so, daB m —1 und m+1 beide
Primzahlen sind, welcher Fall z. B. bei m = 30 eintritt, indem
29 und 31 beide Primzahlen sind. Im ersten Fall sagen
wir, da p eine ,isolierte® Primzahl sei. Im zwelten%:ll
sagen wir, daB m — 1 und m+ 1 , paarweise“ auftretende
Primzahlen sind.

Wenn die Primzahl p. isoliert auftritt, so da8 p —2
und p -2 zusammengesetzte Zahlen sind, so sind auch die
drei auf p folgenden Zahlen:

»+1,p+2 p+3

simtlich zusammengesetzt, da ja p+41 und p+ 3 gerade
Zahlen sind. Deshalb mu8, wenn logp planmiBig (vgl. § 2)
berechnet wird, log(p — 3), log(p — 2), log(» — 1), log(p+-1),
log (p+ 2), log(p—|—3) als schon berechnet vorliegen. Man
wird daher dann zur Berechnung von logp den Sieglitzsatz
anwenden, indem man z=p—3, n=6 setzt. Dann er-
hilt man:

—log(p—3)+6log(p—2) — 15log(p — 1)+ 20logp
—15log(p + 1)+ 6log (p +2) —log (» + 3)> 0

e o0 logp> 15 [log (p-+1) + log (s —1)]
— 6 [log (» +2) + log (p — 2)]
-+ [log (» + 3) + log (» — 3)]
oder: 5
logp> - [log (p+1) +log (p—1))]
) —%[log(p+2)+log(p—z>]

+%[log(p+3)+log(p—3)]-

Wenn man daher in (1) bei p—3, p—1, p+1, p+3
die unteren Grenzen ihrer Logarithmen wihlt, bei p —2
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und p+2 aber die oberen, so muB die Ungleichung (1) mit
Sicherheit eine untere Grenze von logp liefern.

Eine obere Grenze erhilt man, wenn man r=p —4
und #="7 in die Sieglitzformel einsetzt. Dann kommt:

—log(p —4)+Tlog(p —3) — 211og (p —2)
+.35log(p—1) —3blogp+21log(p+ 1)

— Tlog (p+2)+log(p+3)> 0,
woraus folgt:

35logp <35log(p — 1)+ 21 [log (p+ 1) — log (p — 2)]
— 7 [log (p +2) — log (p — 3)]
+ [log (p + 3) —log (p — 4)]

oder:

logp <log (p — 1)+ [log (p+ 1) —log (v — 2)]
® — L llogp+2)—log (2~ 3)]

+ g5 [log (p+3) —log (0 — 4)].

Wenn ‘-man nun in (2) bei p—1, p+1, p—3, p+3
die oberen Grenzen ihrer Logarithmen wiahlt, bei p — 2,
»+2, p—4 dagegen die unteren, so muB die Unglelchung
(2) mit Sicherheit eine obere Grenze fiir logp ergeben.

Hiermit ist gezeigt, daB die Sieglitzmethode zu zwei
Grenzen fiir den Logarithmus jeder isoliert auftretenden
Primzahl p fihrt.

Wir haben nun den aulerdem noch moglichen Fall zu
besprechen, da8 zwei Primzablen m — 1 und m 41 gepaart
auftreten. Um auch in diesem Fall sowohl log(m — 1) als
auch log(m+41) in zwei Grenzen einschlieBen zu konnen,
iiberlegen wir zunichst, da8, wenn m — 1 und m -+ 1 Prim-
zahlen sind, m -+ 3 durch Drei teilbar sein muf und ungerade,
so daB m+ 4 gerade ist. Bei einem planmifBiigen Berechnen
der Logarithmen muB also

log (m + 4), log (m + 3), log (m -+ 2), logm,
log (m —2), log (m — 3), log (m — 4), log (m — 5)
berechnet vorliégen, wenn log(m — 1) und log(m+ 1) be-
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rechnet werden sollen. Demgemif wenden wir den Sieglitz-
satz dreimal an, indem wir setzen:

erstens:
. x=m—4, n=_8;
zweltens:
r=m—3, n="T;
drittens:

r=m—>5, n=9.
Dadurch erhalten wir die folgenden drei Ungleichungen:
erstens:
— log (m — 4) 4 8 log (m — 3) — 28 log (m — 2)
+ 56 log (m — 1) — 70 log m + 56 log (m + 1)
— 28 log (m + 2) 4 8log (m + 3) — log (m + 4) > 0;
zZweitens:
— log (m — 3) + 7 log (m — 2) — 21 log (m — 1)
+ 35 logm — 35 log (m + 1) + 21 log (m + 2)
— Tlog (m + 3)+log (m + 4) > 0;
drittens:
— log (m — 5) + 9 log (m — 4) — 36 log (m — 3)
+ 84 log (m — 2) — 126 log (m — 1) + 126 logm
— 84 log (m + 1) + 36 log (m + 2) — 9 log (m + 3)
+log (m+4)> 0.
Transponieren wir jetzt in diesen drei Ungleichungen

- die beiden Unbekannten log(m-+1) und log(m —1), so

erhalten wir:
56 log (m + 1)+ 56 log (m — 1) > log (m — 4)
(3) —8log(m— 3)+ 28log(m — 2)+ 70 logm
-+ 28 log (m -+ 2) — 8 log (m -+ 3) + log (m + 4);
35 log (m + 1) 4+ 21 log (m — 1) < — log (m — 3)
4) 4 T7log(m — 2)+ 35logm + 21 log (m + 2)
— Tlog (m + 3) 4 log (m 4+ 4);
84 log (m+-1) 4 126 log (m — 1) < — log (m — b)
+ 9 log (m — 4) — 36 log (m — 3) + 84 log (m — 2)
~+ 126 log m + 36 log (m + 2) — 9 log (m + 3)
+ log (m -+ 4).

Schubert, Berechnung der Logarithmen. 6

(6)
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Durch Eliminationen erhilt man nun aus den soeben
abgeleiteten drei Ungleichungen vier neue Ungleichungen,
welche die obere und die untere Grenze von jeder der beiden
Unbekannten log (m+ 1) und log (m — 1) liefern. Wenn
man nimlich erstens das Achtfache von (4) um das Drei-
fache von (3) vermindert, erhilt man:

-+ 112log (m + 1) < — 3 log(m — 4)+ 16 log (m — 3)

(6) —28log(m—2)+ 70logm + 84log(m+2)

— 32 log (m + 3) + 5 log (m + 4);
wenn man zweitens vom Neunfachen der Ungleichung (3)
das Vierfache von (5) subtrahiert, erhilt man:

1681log (m + 1) > 4 log (m — 5) — 27 log (m — 4)
(1) +172log(m — 3) — 84 log (m — 2) + 126 log m

+ 108 log (m -} 2) — 36 log (m + 3) + 5 log (m + 4).
Dividiert man (6) durch 112 bezw. (7) durch 168, so er-
hiélt man fir log(m+ 1) eine obere bezw. eine untere
Grenze.

Um auch zwei solche Grenzen fiir log (m — 1) zu finden,
hat man drittens das Zweifache von (5) um das Dreifache
von (3) zu vermindern. Dadurch bekommt man:

8) 84 log(m — 1) < — 2log (m — 5)+ 15 log (m — 4)
— 48log (m — 3)+ 84 log (m — 2) + 42 logm — 12 log (m + 2)
+ 6 log (m + 3) — log (m + 4).
Man vermindere viertens das Fiinffache von (3) um das
Achtfache von (4), so erhilt man:
9) 112log(m — 1)> 5log (m —4) — 32 log (m — 3)
+ 84 log (m — 2) + 70 log m — 28log (m + 2)+ 16 log (m - 3)
— 3log (m + 4).

Dividiert man nun noch (8) durch 84 und (9) durch
112, so erhilt man eine obere bezw. untere Grenze fiir
die zweite Unbekannte log (m —1).

Die erhaltenen vier Grenzen fiir log (m -+ 1) und log (m — 1)
zeigen zugleich, daB die als bekannt vorausgesetzten Loga-
rithmen immer mit Zahlen multipliziert werden, die nicht
groBer als Eins sind, so daB die Fehler, die bei Angabe
der bekannten Logarithmen gemacht sind, oder, was auf
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dasselbe hinauskommt, die Grenzunterschiede der be-
kannten Logarithmen nie erhoht werden. Bei der
Anwendung der Formeln (1) und (2) fiir die Berechnung von
Grenzen der Logarithmen isoliert auftretender Primzahlen,
sowie der Formeln (6), (7), (8), (9) fiir die Berechnung von
Grenzen fiir die Logarithmen paarweise auftretender Prim-
zahlen wird man finden, daB man, bebufs Auffindung von
Grenzen mit kleinem Unterschied, am besten tut, die im
IT. Abschnitt gelehrte Tripelmethode nur bei log2, log3,
log 5, log 7, log 11, log 13 und vielleicht noch bei log 17 und
log 19 anzuwenden, dann aber bei allen groBeren Primzahlen
die neue Methode anzuwenden. Wenn die Primzahlen, fiir
deren Logarithmen Grenzen gesucht werden, die Zahl Hundert
iiberschreiten, braucht man die Sieglitz-Formel gar nicht
mehr fiilr n=26, 7, 8 oder 9 anzuwenden, sondern es reicht
dann vollkommen aus, sie fiir »=>5, 4, 3 oder gar 2
anzuwenden. Dadurch erreicht man kleinere Koeffizienten
und deshalb grofere Bequemlichkeit des Berechnens. Setzt
" man bei der g::glitz-Methode % =2, 80 nimmt man an, daB
logz gleich dem arithmetischen Mittel von log(z-1) und
log(x — 1) ist, was natiirlich nur richtig ist, wenn x so
groB ist, daB die in § 10 besprochene Interpolation ge-
stattet ist. Man erkenat ferner, da Anwendung der Sieg-
litz-Methode fir » =2 dasselbe ist, wie Anwendung der

Tripelmethode und dabei 2_.7::—-_1 ganz vernachlissigen.

Daf die Sieglitz-Methode sicher ausreicht, um kleine
Grenzunterschiede bei den Logarithmen der gepaart auf-
tretenden Primzahlen, fiir welche m > 18 ist, zu finden, geht
daraus hervor, daf schon fiir m =18 sich bei log17 ein
Grenzunterschied von nur 62 Hundertmilliontel ergibt, und
daB der Grenzunterschied 27 bei log 19 sogar kleiner ist, als
der bei Anwendung der Tripelmethode gefundene, der 58
Hundertmilliontel ergab, wie Liste F' in § 7 zeigt. Dies
zu zeigen, berechnen wir aus den Formeln (6), (7), (8), (9)
die Grenzen fiir log 17 und log19. Zunichst folgt aus (9):

1121og 17 >[70log 18 + 84 log 16 + 16 log 21 + 5 log 14]
— [28log 20 + 32 log 15 + 3 log 22],
wo aus den Grenzlisten in § 6 und § 7 in der ersten eckigen
Klammer die kleineren Grenzen, in der zweiten die groferen
6.
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Grenzen zu nehmen sind. Tut man dies, so erhilt man:
log 17> 1,2304 4861.
Wenn man in (8) m =18 setst, erhilt man:
84 log 17 < [42]og 18 + 84 log 16 +- 6 log 21 4 15 log 14]
— [12 log 20 + 48 log 15 + log 22 - 2 log 13},
wo aus den Grenzlisten in § 6 und § 7 in der ersten eckigen

Klammer die groSeren Grenzen, in der zweiten die kleineren
zu nehmen sind. Auf solche Weise erhiilt man:

log 17 < 1,2304 4923.
Also ist:
1,2304 4861 < log 17 < 1,2304 4923,
also log 17 =1,230449 auf sechs Stellen so, daB auch die

sechste Stelle sicher ist.
In derselben Weise findet man aus (6) und (8):

1,2787 5360 <log 19 < 1,2787 5387,
also auf sechs Dezimalstellen:
log 19 =1,278754

mit der Sicherheit, daB die sechste Dezimalstelle richtig ist
und daB der wahre Logarithmus von 19 Kkleiner ist, aber
um weniger als ein halbes Milliontel.

§ 15. Ein Zusatz zur Sieglitz-Formel.

Es liegt nahe, in der Sieglitz-Formel n als gerade Zahl,
die wir 2p nennen wollen, aufzufassen, damit nur ein einziger
mittlerer Binomialkoeffizient vorhanden sei, der dann zu-
gleich der grofite aller aufiretenden Binomialkoeffizienten
ist. DemgemiB setzen wir in der Sieglitz-Formel n=2p,
=g —p und erhalten:

(1) —log(g—p)+(@p) - log(@—p+1)—(2p)e - log(g—p+2)
+... —(2p)yp-log(g+p)>0.

Das in (1) nicht mitgeschriebene mittlere Glied (2p),
-logg bekommt das positive oder negative Vorzeichen, je

nachdem p ungerade oder gerade ist. Deshalb erhalten wir
bei geradem p:
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2 (2p),-logg <(2p)p—1-[log(g+1)+log (g — 1)]
— (2p)p—2- [log (¢ +2)+ log (g — 2)]

— (2p) [log (¢ + p)+log (¢ — p)],
aber bei ungeradem p:

3)  (@pylogg> (2p)p—1 - [log(g+1)+log(g — 1)]
— (2p)p—2- [log (¢ + 2) +log (g — 2)]

+ (22), - [log (¢ + p) + log (g — p)].

Ersetzen wir nun jeden der in (2) und (3) auftretenden
Binomialkoeffizienten .
2p)!

(2p). dlll‘ch m?

dividieren dann durch (2p)! und multiplizieren mit p! 1;!,
so erhalten wir, daB, je nachdem p gerade oder ungerade ist,
der Logarithmus von ¢ kleiner oder grofler ist als:

P
p—_l_—l-[log(q+1)+10g(4—1)]
rp—1)

'—m [108 (9+2)+1log(g — 2)]

p(p—1)....1
—1)p. lo log (9 — »)}.
+(— 1y (p+1)(p+2),..2p[ g (¢+p)+log (9 — p)]

Die echten Briiche, die hier als Koeffizienten vor den
eckigen Klammern stehen, lassen sich nun wieder durch Bi-
nomialkoeffizienten ausdriicken. Dividiert man nimlich der
Reihe nach Zihler und Nenner von jedem dieser Briiche
durch 1!, 21, 3!, bis p!, so erhdlt man, da, je nachdem p
gerade oder ungerade ist, logg kleiner oder grofler ist als:

@_1_”;11 [log (¢4 1) +log (7 — 1))

—Gra; los@+2)+log(¢—2)]
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Ps _
+ G -[log (g + 3)+log (g — 3)]

— =1y [l°g (@+p) +log (g +p)
Beispielsweise erhaltgn wir fir p=3:

@ logg> %[IOg (g+1) +log(q—1)]

— 2 llog(g+2) -+ log (4—2)]

1
+5gllog(@+3)+log (g + 4)];

ferner fir p=2:

(5) logq < [10g (@+1)+log (¢— 1)]

—é—[IOg (@+2)+1og(g—2]].

Auch die Formeln (4) und (5) lassen sich gut zur Be-
rechnung von Grenzen fiir die Logarithmen von Primzahlen
verwenden. Da die Primzahl ¢ ungerade ist, 80 muf man
in (4) bei den Logarithmen der geraden Zahlen die unteren
Grenzen, bei denen der ungeraden Zahlen die oberen Grenzen
wihlen. In (5) mu8 man dagegen bei den rithmen der
geraden Zahlen die oberen Grenzen, bei denen der ungeraden
Zahlen die unteren Grenzen wihlen, um sicher zu sein, da8
man durch (4) eine untere, durch (5) eine obere Grenze er-
hiillt. Beachtet man diese Vorschrift, so erhilt man sus “4)
und (5) fir ¢=37:

Z[log 38 +1log 36] — [1og 39 -+ log 35] '

10

+%[10g40 +log 34] <log 37 <g

3 [log 38 4 log 36]

— é[log 39 4 log 34].
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Ein zweites Beispiel biete p—4 und Pp= 5 Fir p
erhilt man aus dem Ausdruck, der oben aus (2) und (3)

hervorging:
logg < [10g(q+ 1) +log(g—1)]

— ﬁ[bg (@+2) +log(g—2)]
+ 5log (g+3) +log (¢ —3)]

1
—zgllog(g+4) +logig —4)]
Fiir p=>5 erhdlt man:

logg> %[IOg(qu 1) +log(g— 1)
A 2Mlog (g+2) +log (g — 2)]

+ s2Tlog (g +3) + log (¢ — 3]

— Ig—ﬁ[hg (@+4) +log(g — 4]

+252 [log (¢ + 5) +log (g —5)] .

Die soeben angegebenen Ungleichungen lassen sich gut ver-
wenden, um fiir log 23 eine obere und eine untere Grenze
zu finden, wobei man wieder darauf zu achten hat, da8 in
der ersten aus p=4 hervorgehenden Formel bei den Loga-
rithmen der geraden Zahlen die oberen Grenzen, bei denen
der ungeraden Zahlen die unteren Grenzen zu wihlen sind,
daB aber in der zweiten aus p =25 hervorgehenden Formel
die Wahl genau umgekehrt zu treffen ist. Die als bekannt

vorauszusetzenden Grenzen von
log 24, log 22; log 25, log 21; log 26, log20;
log 27, log 19; log 28, log 18
findet man siimtlich in den Listen von § 6 und § 7.
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achdem der Verfasser im Jahre 1898 seine grofen fiinfstelligen Tafeln

und Gegentafeln verdffentlicht hatte, veranlaften ibn die Anh&nger
des Gebrauchs vierstelliger Tafeln zu der Herausgabe der vorliegenden Tafeln.
Dieselben unterscheiden sich von andern vierstelligen Tafeln hauptsichlich
in folgenden Punkten:

1) Zu jeder Tafel gehdrt eine Gegentafel. Dieselbe ermdglicht es, den
Ubergang vom Logarithmus zum Numerus oder vom Logarithmus einer trigono-
metrischen Funktion zum Winkel nach derselben Aufschlage - Methode zu
bewerkstelligen, wie die Auffindung des Logarithmus zu einer gegebenen Zahl.

2) Auch bei den trigonometrischen Tafeln und allen Gegentafeln ist jene
Anordnung festgehalten, die beim Ubergang von den Zahlen zu den Logarithmen
gebrauchlich ist, und die darin besteht, das die letzten Ziffern der Mantissen in
Kolumnen geordnet sind, tiber denen die letzte Ziffer der Ausgangszahl steht.

8) Die Tafel, welche von einer Zahl zu deren Logarithmus fiithrt, ebenso
wie deren Gegentafel, macht jedwede Interpolation unnétig, indem immer
nicht zu drei, sondern zu vier Ziffern des Gegebenen vier Ziffern des Ge-
suchten zugehdren.

4) Bei den Tafeln far den Ubergang von einem Winkel zum Logarithmus
einer trigonometrischen Funktion hat man von 45° bis 90° in derselben Rich-
tung zu blittern, wie von 0° bis 45°, und zwar bei den mit wachsendem Winkel
wachsenden Funktionen nach vorwfrts, bei den mit wachsendem Winkel ab-
nehmenden Funktionen nach ritickwiirts, indem erstere von oben und von links,
letztere von unten und von rechts zu suchen sind.

5) In den trigonometrischen Tafeln sind bei gegebenem Winkel die
Intervalle immer so gew#hlt, daé man das Gesuchte bis auf die vierte
Dezimalstelle genau finden kann. In den zugehdrigen Gegentafeln sind
die Intervalle bei den gegebenen Zahlen immer so gewihlt, dag man den
gesuchten Winkel bis auf Minuten genau finden kann.

6) Alle Logarithmen bezw. Mantissen sind braun, alle tibrigen Zahlen
dunkelblau gedruckt.













